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复 变 函 数 与 积分 变换 是 高 等 院 校 理 工 类 各 专业 的 一 门 重要 基础 
课程 。 本 书 是 根据 国家 教育 部 高 等 教育 本 科 复 变 函 数 与 积分 变换 课程 
的 基本 要 求 ， 结 合 目前 高 中 实行 新 的 课程 标准 后 学 生 对 本 课程 的 要 
求 ， 并 结合 作者 多 年 教授 本 课程 的 体会 而 编写 的 一 本 教材 。 

本 书包 含 了 复 变 函 数 与 积分 变换 的 传统 内 容 : 复数 与 复 变 函 数 、 
解析 函数 、 复 变 函数 的 积分 、 级 数 、 留 数 、 共 形 映射 、 傅 里 叶 变换 、 
拉 普 拉 斯 变换 以 及 它们 的 应 用 ; 同时 ， 为 了 适应 科学 技术 的 发 展 和 读 
者 工作 、 发 展 的 需要 ， 本 书 还 增加 了 相关 的 计算 方法 和 语言 及 实验 ， 
以 帮助 读者 掌握 现代 科学 计算 方法 ; 本 书 中 有 许多 应 用 型 例题 与 练习 
题 ， 以 帮助 读者 了 解 和 学 习 复 变 函 数 、 积 分 变换 的 方法 与 应 用 ; 本 书 
中 包括 了 较 多 的 阅读 材料 ， 供 学 有 余力 的 同学 参考 。 本 书 中 有 * 号 的 
内 容 ， 可 以 供 不 同 学 校 或 不 同 专业 选用 。 

本 书 可 供 高 等 学 校 工 程 类 各 专业 使 用 ， 可 以 满足 32 ~ 48 等 不 同 
学 时 的 需要 。 
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复 变 函数 与 积分 变换 是 高 等 院 校 理工 类 各 专业 的 一 门 重要 基础 课程 ， 是 现代 
科学 技术 的 重要 理论 基础 。 同 时 ， 它 也 是 解决 实际 问题 的 重要 工具 ， 它 在 现代 科 
学 技术 的 学 习 中 占有 重要 的 地 位 。 本 书 是 根据 国家 教育 部 高 等 教育 本 科 复 变 函数 
与 积分 变换 课程 的 基本 要 求 ， 结 合 目前 高 中 实行 新 的 课程 标准 后 学 生 对 本 课程 的 
要 求 ， 并 结合 作者 多 年 教授 本 课程 的 体会 而 编写 的 ， 其 目的 是 为 普通 高 等 学 校 非 
数学 专业 的 学 生 提供 一 本 适用 面 较 宽 、 容 易 阅 读 和 学 习 、 能 够 帮助 学 生 较 好 地 掌 
握 本 课程 的 基本 知识 、 基 本 方法 、 基 本 应 用 的 教材 。 

本 书包 含 了 复 变 函 数 与 积分 变换 的 传统 内 容 : 复数 与 复 变 函数 、 解 析 函 数 、 
复 变 函 数 的 积分 、 级 数 、 留 数 、 共 形 映 射 、 傅 里 叶 变换 、 拉 普 拉 斯 变换 以 及 它们 
的 应 用 ; 同时， 为 了 适应 科学 技术 的 发 展 和 读者 工作 、 发 展 的 需要 ， 本 书 还 增加 
了 相关 的 计算 方法 和 语言 及 实验 ， 以 帮助 读者 掌握 现代 科学 计算 方法 ; 本 书 中 有 
许多 应 用 型 例题 与 练习 题 ， 以 帮助 读者 了 解 和 学 习 复 变 函 数 、 积 分 变换 的 方法 与 
应 用 。 

本 书 具 有 鲜明 的 特色 : 

(1) 突出 应 用 。 本 书 采用 了 从 读者 熟悉 的 实例 和 知识 出 发 ， 用 大 家 熟悉 的 
语言 、 知 识 和 思想 方法 进行 自然 的 扩展 来 泛 化 复 变 函 数 的 基本 概念 ; 大 量 的 应 用 
实例 为 课程 提供 了 活力 和 应 用 方法 ; 各 种 不 同类 型 的 习题 为 培养 各 种 能 力 而 服 
务 ， 同 时 提供 了 大 量 的 几何 模型 作为 背景 与 大 量 的 几何 图 形 帮助 读者 理解 教学 
内 容 。 

(2) 起 点 较 低 ， 坡 度 适中 。 结 合 现代 中 学 教学 改革 ， 比 较 详细 地 介绍 了 复 
数 概念 及 其 运算 ; 本 书 坡度 也 较 适中 。 尽 量 采用 提出 问题 、 讨 论 问 题 、 解 决 问题 
的 方式 来 展开 ， 以 适应 学 生 的 思维 习惯 。 

(3) 注重 创新 能 力 的 培养 。 本 书 各 章 中 均 编 排 了 一 些 讨论 与 研究 性 习题 ， 
供 教学 中 参考 。 同 时 ， 特 别 注重 思想 方法 的 培养 。 

(4) 本 书 各 章 中 都 有 “小 结 ”， 可 以 帮助 读者 复习 知识 、 理 清关 系 、 加 深 理 
解 与 进一步 提高 。 

(5) 适用 面 广 。 本 书 内 容 较 多 ， 但 采用 不 同 的 编排 方法 ， 以 适应 不 同 的 专 
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业 和 学 校 、 不 同 的 学 时 要 求 。 本 书 可 以 适用 于 32 ~ 48 学 时 等 不 同 层次 的 教学 
要 求 。 

(6) 与 中 学 数学 课程 有 较 好 的 衡 接 。 本 书 考虑 到 实行 高 中 新 的 课程 标准 后 
学 生 数 学 基础 的 变化 这 一 部 分 的 要 求 ， 降 低 了 起 点 ， 并 设置 了 阅读 材料 ， 以 满足 
不 同学 生 的 要 求 。 作 为 大 学 数学 课程 改革 系列 教材 的 一 门 课程 ， 本 书 与 整个 教学 
改革 与 教材 体系 是 相配 套 的 。 

(7) 本 教材 中 标 有 ( * ) 号 的 部 分 为 选 学 内 容 ， 教 师 可 根据 学 时 情况 酌情 
处 理 。 

此 教材 是 作者 多 年 教学 的 一 些 心得 体会 。 第 1 章 由 西安 邮电 学 院 林 棋 勘 编 
写 ; 第 2 章 、 第 4 章 与 第 10 章 的 10. 1 节 由 浙江 科技 学 院 薛 有 才 编 写 ; 第 3 章 由 
西安 邮电 学 院 史 克 岗 编写 ; 第 5 章 由 河南 城建 学 院 王 晓 风 编写 ; 第 6 章 由 上 海 工 
程 技术 大 学 许 伯 生 编写 ; 第 7、8 章 由 上 海 工程 技术 大 学 卢 柏 龙 编写 ; 第 9 章 与 
第 10 章 的 10, 2 节 由 浙江 科技 学 院 王 祖 攻 编写 ; 第 10 章 的 10. 3 节 、 附 录 及 部 分 
图 稿 由 上 海 工程 技术 大 学 江 开 忠 博士 完成 ; 全 书 由 薛 有 才 教授 和 卢 柏 龙 教授 统 
稿 。 本 教材 由 西安 邮电 学 院 李 昌 兴 教授 担任 主 审 。 在 编写 的 过 程 中 得 到 了 上 海 工 
程 技术 大 学 、 浙 江 科技 学 院 的 支持 ， 在 此 一 并 表示 感谢 。 本 书 中 引用 了 参考 文献 
中 的 众多 内 容 以 及 例题 、 习 题 ， 在 此 说 向 各 位 作者 表示 衷心 的 感谢 。 

限于 作者 自身 的 水 平 ， 写 作 过 程 中 常 深 域 言 不 及 义 ， 谬误 也 在 所 难免 ， 故 妨 
请 读者 不 音 赐教 ， 多 多 指正 。 
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复数 与 复 变 两 数 — 


复 变 函数 论 中 所 研究 的 函数 变量 都 是 复数 ， 所 以 我 们 首先 应 对 复数 
及 其 性 质 、 运 算 有 一 个 清晰 的 认识 。 在 这 一 章 里 ， 我 们 先 介绍 复数 的 基 
本 概念 、 简 单 性 质 与 基本 运算 ， 并 介绍 复数 的 各 种 表示 方法 ， 然 后 介绍 
复 变 量 函 数 一 复 变 函 数 ， 进 而 介绍 它 的 极限 和 连续 性 。 本 章 是 复 变 函 | 
数论 最 基础 的 部 分 。 l 


1.1 复数 及 其 四 则 运算 


1.1.1 复数 的 概念 


在 高 中 数学 中 已 经 讲述 过 复数 (Complex Number) 。 为 了 便于 以 后 讨论 ， 我 
们 回顾 一 下 有 关 复 数 的 基本 定义 及 结论 。 

Uar, y 为 两 个 实数 ， 则 

z=x+iy (或 x+7i) 
表示 复数 ， 这 里 i 为 虚 单位 ， 具 有 性质 记 = -1。x X y 分 别 叫 做 z 的 实 部 (Real 
Part) 与 虚 部 (Imaginary Part) ， 常 记 为 
x = Rez, y = Imz 

虚 部 为 零 的 复数 为 实数 ， 即 x +i0 =x。 因 此 ， 全 体 实数 是 全 体 复数 的 一 部 分 。 

实 部 为 零 且 虚 部 不 为 零 的 复数 称 为 纯 虚 数 ( Pure Imaginary Number) 。 

如 果 两 复数 的 实 部 和 十 部 分 别 相等 ， 则 称 两 复数 相等 。 由 此 得 出 ， 对 于 复数 
z=%+iy， 当 且 仅 当 x=y=0 时 , z=0。 

设 z=x+iy 是 一 个 复数 ， 称 *-iy 为 z 的 共 亏 复数 (Complex Conjugate) ， 记 
作 z。 易 知 ，z =z。 一 个 实数 x 的 共 固 复数 还 是 xo 


1.1.2 复数 的 四 则 运算 
复数 的 四 则 运算 ， 可 以 按照 多 项 式 的 四 则 运算 进行 ， 只 要 注意 将 P 换 成 
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-~1。 设 
z =% +iyl， 22 =%2 +i, 
则 
m +z = (ai tiy) + (x2 +iy2) = (z) +22) +i(yy + 2) (1.1.1) 
a -a = (ai +iyi) — (a tiy) = (a -x2) +i =y) (1.1.2) 
z * z = (a) + iy) ) (za +iy2) = (222 — yuya) ti(ziy2 +y) (1.1.3) 
对 任 一 复数 z=x +iy， 由 复数 的 乘法 运算 ， 有 
z+ z=(x+iy) (æ -iy) = (2 +7) +i(ay -yx) =a? + = (Rez)2 + (Imz)? 


显然 ， 当 zz#0 时 ，z* z=x? + 从 关 0。 由 此 ， 我 们 规定 
|z| = /2 +y 
为 复数 :的 模 ( Modulus) 。 
WRAK #0, M 
n atin -0 +iyi) (%2 -iy2) = 2 +NN ，i 271 aN 
Z +i, (a +iy2) (22-i) +A KETA 
AR 《1.1.1) ~ 式 (1.1.4) 即 知 复 数 经 过 四 则 运算 得 到 的 仍 是 复数 。 又 
从 式 〈1.1.1) 、 式 〈1.1.2) 以 及 实 部 与 虚 部 的 定义 得 出 


Re(zi *z;) = Rez, + Rez, 


(1.1.4) 


(15) 
Im(z; +z) = Imz; + Imz; 


读者 可 以 自行 验证 ， 同 实数 的 四 则 运算 一 样 ， 复 数 加 法 满足 结合 律 与 交换 
率 ; 复数 乘法 也 满足 结合 律 与 交换 率 ; 加 法 与 乘法 满足 分 配 率 。 我 们 也 可 以 很 容 
易 地 验证 以 下 有 关 共 示 复数 的 几 个 运算 性 质 ( 作 为 练习 ， 请 读者 自 证 ) 。 


ni (n en, (203 s 
(zi +22) =Z t3; (3 2) =3 ° Z; [2) > (z 0) 
2Rez =z +z;2ilmz =z -7; zl = (zl 
aLL eiil, 
l-i i 
* i oi P (1-2 -1-23 (=1=2D(1-iy. _3 1 
K: T+. 2 E 2 


i-i" i a -iji 1 
例 1.1.2 计算 
2+3i 2i 3 
1 1; (2 -- 一 一 
0) 23 ) 万 V3i-1 
; -2 N 
解 (1) 2+3i- _ Q +3D 4+12i-9 _5 12, 


2-3i (2-3i(2+3i) 449 `" D H 
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2i 3 2i | 3i _1 565 
CAT Ai-1 Bi a -i Br 4 4 
例 1.1.3 已 知 x+yi= (2x-1) +yi, 求 :=x+iy。 
解 因为 x<=2x -1, 则 x=1。 又 因为 Y=， 所 以 y=0 或 y=1。 
Hik, z=1 或 z=1 +i。 


例 114 对 任 一 非 零 复数 :=x + i， 是 否 存在 一 个 复数 2-! 或 二 ， 使 得 


z2°2-1=17? 
R 为 了 寻找 :-!，, 我 们 令 z-! =u+iv。 由 复数 乘法 意义 可 知 ，u, v 应 满足 
方程 


= 1 | i 
解 之 可 得 叭 一 的 解 为 。 “= 五 2 "272 
ey Es: A 
dlg eiea far 


由 式 (1.1.3) ， 我 们 知道 ， 对 于 复数 我 们 仍 有 : 若 # 2=0, Wa, z 至 
少 有 一 个 为 零 ， 也 即 是 说 ,如果 zi ，z 都 是 非 零 复 数 ， 则 它们 的 积 也 为 非 堆 
复数 。 

例 1.1.5 iza, n 是 两 个 复数 ， 则 


(a +n)" = Y ci 
k=0 
其 中 ， 仍 然 约定 0! = 1。 


1.2 复数 的 几何 表示 


1.2.1 用 平面 上 的 点 和 向 量 表示 复数 


大 家 都 非常 熟悉 平面 上 的 坐标 系 ， 它 建立 了 xOy 平面 上 的 点 与 有 序 实数 对 之 
间 的 一 一 对 应 关系 。 平 面 坐标 系 的 方法 也 提供 了 一 种 将 复数 表示 为 x0y 平面 上 的 
点 的 简便 方法 。 由 于 复数 z=x +iy 由 其 实 部 x 与 虚 部 y 唯一 确定 ,也 就 是 说 由 
一 对 有 序 实数 对 (x, y) 唯一 确定 ， 而 有 序 实数 对 (z, y) 又 与 平面 直角 坐 
标 系 中 的 点 P(x, y) 一 一 对 应 ， 于 是 可 用 平面 直角 坐标 系 中 的 点 来 表示 复数 。 
如 图 1.2. 1 所 示 ， 点 已 表示 复数 -2 + 3i， 其 余 的 点 分 别 表示 复数 0，i，2 + 
2i, -4-3i。 


e 复 变 函数 与 积分 变换 


每 一 点 (r, y) 表示 一 个 复数 z = x + iy 的 直角 坐标 平面 称 为 复 平面 9 
(Complex Plane) 或 z PH. HFa 轴 上 的 点 对 应 实数 ，7y 轴 上 的 点 对 应 纯 虚 数 ， 
故 称 x 轴 为 实 轴 (Real Axis) ， 称 7 轴 为 虚 轴 〈 Imaginary Axis) 。 由 于 复数 与 复 平 
面 上 的 点 是 一 一 对 应 的 ， 以 后 把 “点 *” 和 “复数 *” 作 为 同义词 而 不 加 区 别 。 
由 以 上 意义 ， 易 知 一 个 复数 与 它 的 共 斩 复 数 在 复 平面 上 的 点 关于 实 轴 对 称 〈 见 
图 1.2.2)。 


y 
PC2. 3)。 


Gy) 


图 1.2.1 图 1.2.2 
例 1.2.1 假设 质量 分 别 为 mi, m, =, m, 的 个 质点 分 别 位 于 复 平面 上 
z m, “5 z 处 ， 求 该 系统 的 质心 。 
解 asarni (k=l, 2, =, n), M= > mi 为 总 质量 。 易 知 ， 所 给 
系统 的 质心 坐标 3%， 9) 为 


从 而 ,质心 点 为 
MiZ, + Maz 十 … +m,z, 
在 复 平面 上 ， 如 图 1.2.3 所 示 ， 从 原点 0 到 
点 P(x, y) 引 向 量 0。 我们 看 到 O05 与 这 个 复数 s 图 1.2.3 
也 构成 一 一 对 应 关系 〈 复 数 0 对 应 着 零 向 量 ) ， 因 此 也 可 以 用 向 量 0 来 表示 复数 
z =x + 这， 其 中 *，7 顺 次 等 于 0E 沿 x 轴 与 y 轴 的 分 量 。 今 后 把 “复数 z” 与 其 对 
应 的 “向 量 z” 也 视 为 同义词 。 
在 物理 学 中 ， 如 力 、 速 度 、 加 速度 等 都 可 用 向 量 表示 ， 说 明 复 数 可 以 用 来 表 
示 实 际 的 物理 量 ， 如 例 1.2. 1。 


© WEE, Caspar Wessel 与 Jean Pierre Argand 分 别 于 1797 年 和 1806 年 独立 地 提出 了 复数 在 平面 上 
的 表示 。 所 以 ， 有 时 也 称 复 平面 为 Argand ( 阿 干 特 ) 图 。 
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1.2.2 模 与 辐 角 


向 量 08 的 长 度 r 叫做 复数 z 的 横 或 绝对 值 ， 记 作 |z| ， 即 |z| = r。 读者 容易 
明白 这 里 以 几何 意义 定义 的 复数 的 模 与 前 面 的 定义 是 一 致 的 。 从 实 轴 正 向 转 到 与 
向 量 DZ 方向 一 致 时 所 成 的 角度 9 叫做 复数 的 辐 角 〈 Argument) ， 记 作 Argz。 

复数 0 的 模 为 零 ， 即 10| =0， 其 辐 角 是 不 确定 的 。 任 何不 为 零 的 复数 z 的 辐 
角 Argz 均 有 无 穷 多 个 值 ， 彼 此 之 间 相 差 2r 的 整数 倍 。 通 常 把 满足 -< bo < 
的 辐 角 值 90 称 为 Argz 的 主 值 ， 记 为 argz， 于 是 

Argz = argz +2km (k=0, +1, +*2, =) 

由 直角 坐标 与 极 坐标 的 关系 ( 见 图 1. 2.4) ， 我 们 立即 得 到 不 为 零 的 复数 的 

实 部 、 虚 部 与 该 复数 的 模 、 辐 角 之 间 的 关系 
r= |z| = VE 


arctan 并 xz 在 第 一 、 四 象限 

arctan Zan 在 第 二 象限 

arctan Z -m xz 在 第 三 象限 

agsia (1.2.1) 
> x=0, y>0 


= x=0, y<0 


x>0, y=0 
x<0, y=0 


1.2.4 


€ 复 变 函数 与 积分 变换 


又 由 于 
人 (1.2.2) 
于 是 复数 又 可 表示 为 
z=% +iy =r(cos0 +i sing) (1.2.3) 
式 (1.2.3) 通常 称 为 复数 z 的 三 角 表 示 式 。 如 果 再 利用 欧 拉 (Euler) 公式 
e" = cosg +i sing (1.2.4) 
我 们 又 可 以 得 到 
=re” (1.2.5) 
这 种 形式 称 为 复数 z 的 指数 表示 式 。 


在 1.1 节 中 已 经 指出 : 两 复数 的 实 部 与 虚 部 分 别 相等 ， 则 称 两 复数 相等 。 于 
是 由 式 (1.2.1) 与 式 (1.2.2) 知 两 复数 相等 ， 其 模 必定 相等 ， 其 辐 角 可 以 差 
2m 的 整数 倍 〈( 辐 角 如 果 都 取 主 值 ， 则 应 相等 ) 。 反 之 ， 如 果 复 数 的 绝对 值 及 辐 
角 分 别 相等 ， 则 从 式 (1.2.3) 即 知 这 两 个 复数 相等 。 

复数 用 向 量 表示 ， 既 有 大 小 ， 又 有 方向 ， 所 以 两 个 复数 如 果 不 都 是 实数 ， 就 
无 法 比较 大 小 。 但 是 ， 两 个 复数 的 模 都 是 实数 ， 可 以 比较 大 小 。 在 几何 上 ， 数 
|z| 是 点 (w, y) 到 原点 的 距离 ， 或 表示 z 的 向 量 长 度 ， 这 也 说 明 复数 的 模 可 以 
比较 大 小 。 

例 1.2.2 求 下 列 各 复数 的 模 及 辐 角 。 

(Dis (2) - (3) 1+i (4) -1+i, 

解 由 = 平面 上 的 对 应 点 的 位 置 ， 可 以 看 出 

(1) lil =1, argi = 人，Argi= 了 +2km (kt=0，+1，+2，…) 。 

(2) 1 -11=1, arg(-1) =T， see nm 10: 土 ]，+2，…) 。 

(3) 11+il = /2+12=.2, arg(1+i) = F Arg(1 +i) = T t2kw (k= @; 


tl, +2, …)。 
1 


(4) r=| -1+i|=Y2, arg( -1 +i) =arctan H +n =S, 


Arg ( -1 +i) sfm +2ka (k=0, +1, +2, =)o 
例 1.2.3 将 复数 z=1 -Ai 分 别 化 为 三 角 表 达 式 和 指数 表达 式 。 

解 因为 z=1, y= -V3, 所 以 , r=V12+(-W) =2。 
又 因为 :在 第 四 象限 内 ， 于 是 9=argz = aetan E T, 
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ge 


所 以 :=2[ cos( 3] +i sin [ -5)] 
由 于 辐 角 的 多 值 性 ， 亦 可 表示 为 
:=2[ cos( -至 +2km] +i sin Í -3 +28)] 
其 指数 表达 式 为 
z=2e -Pt (k=0, +1, +2, =) 

例 1.2.4 如 图 1. 2. 5 所 示 为 一 曲柄 活塞 连 接 装 置 。 当 活塞 辟 。 作 水 平 运动 
时 ， 曲 柄 臂 a 绕 定 点 O 转动 。( 如 果 是 一 个 汽油 发 动机 ， 燃 烧 力 将 推动 活塞 ， 使 
EROH b 将 能 量 转化 成 机 轴 的 旋转 。) 对 于 工程 分 析 来 说 ,建立 曲柄 的 角 坐 标 
(位 置 、 速 度 以 及 加 速度 ) 与 对 应 的 活塞 的 线性 坐标 的 联系 是 重要 的 。 尽管 这 种 
计算 可 以 用 向 量 分 析 去 做 ， 但 下 面 的 复 分 析 技巧 更 加 自然 。 

设 机 轴 的 中 心 位 置 0 为 坐标 系 的 原点 ， 活塞 杆 的 最 低位 置 用 复数 z 表示 ， 则 


z=l+id 


=. 


图 1.2.5 
其 中 ，! 是 活塞 的 〈 线 性 ) 偏 移 ，d 是 一 个 固定 的 偏 移 量 。 曲柄 臂 和 连接 臂 分 别 
由 方程 


4=a(cosg +i sin0, ) , B =b(cos0, +i sin0,) ' 
来 描述 〈 在 图 1. 2. 6 tF, 0, ENM) BAB SQA+ B=: =l+id 成 立 。 由 此 
可 推导 出 涉及 机 轴 角 度 的 活塞 位 置 表达 式 为 


I =acos0, + beos |arcsin Í ezaina) ] 


1.2.3 加 法 与 减法 


以 0xr 和 02 为 两 邻 边 作 一 平行 四 边 
JÉ 0z1zz, ， 通 过 图 1. 2. 6 可 以 说 明 ， 复 数 
的 加 法 、 减 法 法 则 与 向 量 的 加 法 、 减 法 
法 则 一 致 。 

通过 两 向 量 的 和 与 差 的 几何 作 图 法 ， Erie 


€ 复 变 函数 与 积分 变换 


在 复 平面 中 可 以 求 出 相应 两 复数 的 和 zi + za 与 差 — 2 的 对 应 点 。 在 图 1.2.6 
中 ， 以 向 量 G8+，02 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 向 量 075 Z= BAY BSN 
于 复数 z1 +o 及 zl - 太 。 由 于 2 的 始点 为 原点 0， 因 而 终点 z 所 对 应 的 复数 就 是 
z + 到 ;而 向 量 3 嫉 的 始点 不 是 原点 ， 经 平移 得 始点 为 原点 O WHIRO, WEA 
S 所 对 应 的 复数 就 是 za -220 

从 图 1. 2.6 还 可 以 看 到 ;|z - 忆 | 表 示 复 平面 上 两 点 za 5z 之 间 的 距离 。 事 


XE, 
|z -22| = | (x - 22) +i -y2) |= V (aa xo)? + (71-72)? 
这 正 是 平面 上 两 点 距离 的 表达 式 。 


1.2.4 ”用 复数 的 三 角 表 示 与 指数 表示 作 乘 除法 


Utz =mi(cosg +i sin01)， z2 = r (cos0, +i sing) ， 这 里 , 六 = |z |, 0 E z 

的 某 一 个 辐 角 G =1，2) ， 则 
ziz, = [ri(cosbl +i sin@, ) ] [ r> ( cos0, +i sin, ) ] 
=rira[ cos( 0, +0,) +i sin( 0, +0,)] (1.2.6) 
HETT, ERASAR, RECN, HAm, AE 
[zz | =ri = |zı | lz |, Arg(z1z2) = 0, +0, +2km = Argz + Argz2 

由 此 也 可 得 到 两 复数 乘积 的 几何 作 图 
法 : 将 向 量 za 沿 自身 方向 伸 长 |z, | 倍 ， 再 旋 
转 一 个 角 argz ， 得 该 积 向 量 zz, ( 见 图 
L 2:75 

特别 地 ， 当 |za | = 1 时 ， 两 复数 5 > 
的 乘积 就 只 是 旋转 。 比 如 ，z =i， 由 于 i 的 
辐 角 主 值 是 r/2， 那 么 iz 就 可 由 向 量 z 逆 
时 针 旋转 m/2 弧度 的 角 而 得 到 ;再 如 zz = 
-1, 那么 -有 就 可 由 向 量 逆 时 针 旋 转 = 弧 图 127 
度 角 而 得 到 。 

复数 除法 是 复数 乘法 的 逆 运 算 ， 即 车 2+0, Wr > 9。 于 是 仿 式 (1.2.6) 
计算 可 知 


全 = 全 [cos(b -0,) +i sin(0, —6,) ] (1.2.7) 
2 n 


由 此 可 知 ， 两 复数 相 除 ， 只 把 它们 的 模 相 除 、 辐 角 相 减 即 可 。 
例 1.2.5 qu CL = Bi (cosg +i sing) 


(1 -i) (cosg —i sing) 
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1-i=2[ 2-2) =2[e( =F) +i sin -2)] 


r-i=A[ 2-2) -本 ee( =Æ) +i sin( -下 ] 


cos -i sing = cos( — 0) +i sin( - 0) 


所 以 
2[eos( - 7] +isin( - Z] (cos0 +i sing) 

(1 =i) (eos0 — i sing) [eos( - F) +isin( -3 )] Ceo - -0) +i sin( -0)] 
=A| cos( - +£) +i sin( = 和 中](eoee+i sin20) 


=v cos(20-73) +i sin(20 -73)] 


(1 — Bi) (eos +i sing) _ 


1.2.5 #HEAK 


RMHEKRHS, REHAR, RA 
X83629, MARIAGE Zo PIESE, 我 们 能 够 比较 容易 地 
证 明 两 个 重要 的 不 等 式 

la +z |]|<l|z l+ lz] (1:2:85 
la -a l>| lz l- lz]! (1.2.9) 
EXE, MINHEN, 我 们 有 
lz +z = (z ta) (a +a, +a) =z Z +z ZH +2 Z +z z 
=|al +z 35 +z, z + |z Ë = |z |? +2Re(z =) + |>, | 
<la Ë +2]z ||] +|z Ë = lz, |+ 1z21)? 
由 此 即 可 得 不 等 式 (1.2.8)。 如 将 上 式 中 z 换 成 -二 ， 则 由 此 即 可 推出 不 等 式 
(1.2.9)。 
例 1.2.6 计算 (2+3i)(2+3i) - (4 -3i)2 
解 (2+3i)(2+3i) -(4-3i)2 
=(2+3i)(2-3i) - (16 — -24i -9) 
=4+9-7+24i=6+24i 

有 时 利用 复数 的 代数 运算 来 证 明 平 面 几 何 问题 也 很 方便 。 

W127 证 明 等 式 | 二 +z 2 - |a -2 | =2 (a l+ za)2， 并 对 此 等 式 作 
出 几何 解释 。 


$p... 


证 |a +> Ë =(z +z)(z +z) = lz l? + lz? + (2 z +32) 
lz -ab =(n -z)(Z( -2) 
aļz |? + |z |? - (21 Z +g) 
此 两 式 相 加 得 
la +z |? + la =z Ë =2( |z Ë + |z Ë) 
这 个 等 式 的 几何 意义 是 : 平行 四 边 形 的 
对 角 线 的 平方 和 等 于 四 条 边 的 平方 和 ( 见 图 
1.2.8)。 


13 复数 的 乘 方 与 开 方 运算 


1.3.1 RH 
令 z; =r,(cos0, +i sing:) (i=1, 2, =, n) 
则 
21222, =rir…rn[cos(g +0, +…+g) +i sin(0, +0, ++ +0,)] 
WMR z =z =… =z, =z=r(cos9 +i sin9) ， 则 上 式 可 化 为 
z" = [r ( cos0 +i sing) ]" = r" ( cosn8 +i sinng) (hly 
由 此 可 知 ， 求 复数 的 n 次 方 (n 为 整数 ) ， 只 要 求 它 的 模 的 n 次 方 ， 辐 角 的 
n BITT, 
特别 地 ， 当 r=1 时 , 式 (1.3.1) 就 是 有 名 的 棣 莫 弗 (De Moivre) 公式 
(cos +i sing)" = cosng +i sinng = e"? (1.3.2) 
可 以 证 明 ， 式 (1.3.2) 对 一 切 整数 都 是 成 立 的 。 
例 1.3.1 RP, it, <, i. 
解 i =i, P = 1, =É +i=-i, #=Ë.É=(-1)(-1)=1, isit. 
=l, e, i#s1, e, 其中， n=4k+m, m= 


0, 1, 2, 3. 图 1.3.1 表示 了 虚 单位 i 的 等 的 各 种 情况 。 


i=i, if =i 


1=Ë=D =14 


P = 
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例 1.3.2 设 n 为 正 整 数 , 试 证 明 


[ siam :| siam TA 
证 medi. eos ZE 4 i sin, =LA S eos HE i sin 4E 
于 是 
Í W: -[ an H 
ee E TEETER 
= (cos2nm +i sina) | =1 + 2) + (cos4nm +i sin4nm) (= 本 
1.3.2 FH 


对 于 复数 z， 若 存在 复数 o 满足 等 式 :; w* =z(n 是 大 于 1 的 整数 ) ， 则 称 o 
Dhyn KIH, WAY, B o = 状 。 求 方 根 的 运算 叫做 开 方 。 
为 由 已 知 的 z 求 o, 我 们 把 z 及 w 均 用 三 角 表 示 式 写 出 。 设 
z=r(cosg+ising)，w=p(cosp +i sing) 
则 由 o" =z 及 乘 方 运算 有 
pr"(cosnp + i sinnp) =r(cosg +i sin0) 
考虑 到 辐 角 的 多 值 性 ， 得 到 
p'=r, np=0+2kw(k=0, +1, +2, +) 
由 此 ，|w| =p = 习 ( 此 处 六 是 > 的 mn 次 算术 根 ) 则 
Argo=p= tT k0, $1, +2, =) 
G #1, £2, …]} 


这 就 是 所 求 的 z 的 n 次 方 根 。 从 这 个 表达 式 可 以 看 出 
(1) 当 k=0, 1, 2,…, n -1 时 ,得 到 n 个 相 异 的 值 
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p... 
8 


wo=r: (co +i si 人 


2= +i sin( & + 好 )] 


ww =r] cos| 和 + 到 
n 


Wn -1 =" [eos( n + al +i sin( | 


n 


当 k 取 其 他 整数 值 时 ， 将 重复 出 现 上 述 个 值 。 因 此 ， 一 个 复数 z 的 nn 次 方 
WAHANA n MARE, B 


=%= [rt [oos (£ EEUN) Lis in(2+24m) |a= DR Re n-1]} 
(1.3.3) 
由 此 可 见 ， 在 复数 范围 内 ， 任 何 非 零 复数 的 次 方 根 都 有 个 不 同 的 值 ， 即 
交 是 多 值 的 。 


(2) 上 述 n 个 方 根 的 相 异 值 o,(k=0，1，2,…, n -1) 具有 相同 的 模 心 ， 
而 每 两 个 相 邻 值 的 辐 角 的 差 为 2n/n， 故 在 几何 上 w 的 n 个 值 分 布 在 以 原点 为 中 
心 , 必 为 半径 的 贺 内 接 正 n 边 形 的 n 个 顶点 上 。 第 一 个 顶点 是 
wo =rt[eos 2 +i sin 2) 
其 他 顶点 依次 为 
Ok =wo cos 
例 1.3.3 RA. 
解 因为 1=1: (cos0 +i sin0)， 所 以 
T= {( 25T +i sa 258) |z =o, 1, 2} 


OAZE pi in PEZEN) Chai, 2, =, n-1) 
n n 


其 3 个 根 依次 为 


: cos ZE +i sin Ea LAA, oos $E pi sin tEn lai 

习惯 上 我 们 常 依次 用 1，w，w? 来 记 以 上 3 个 根 。 图 1.3.2 表示 了 单位 数 1 
的 3 次 、4 次 、5 次 方 根 在 单位 圆周 上 的 位 置 。 

例 1.3.4 求 Yi+i 


解 EX 1 +i=/2( cos $ 条 +isin 下 ， 所 以 
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~ ç 
EN > s= t ss 
LF ` LL 
a12 b) 1⁄6 
图 1.3.2 


于 +2km G 21 
YT Fi =] cos gz ti sin 2 — (k=0, 1, 2, 3) 


即 
e= +i sag) 

o = [eos Par +i sin 2n) 

w =Y2( cos {gm +i sin m) 

ws =Y2[ cos Bm +i sin n) 


U14848 Frito fE 28, KAYAN 
正方 形 的 四 个 顶点 ( 见 图 1. 3.3)。 


1.4” 复 球面 与 无 穷 远 点 
在 1.2 节 中 我 们 建立 了 复数 与 复 


平面 上 的 点 的 一 一 对 应 关系 。 为 了 更 t 

好 地 表述 与 理解 复数 ， 下 面 我 们 再 建 

立 一 个 复数 的 模型 一 使 复数 与 球面 

上 的 点 的 一 一 对 应 ， 并 引进 无 穷 远 点 

的 概念 。 CF 
将 x0y 平 面 看 作 复 平面 ， 取 球面 A 


将 其 南极 点 S 与 复 平面 上 原点 相 切 
(图 1.4.1)。 设 PP 为 球面 上 任意 一 点 ， 
从 球面 北极 N 作 射 线 NP， 必 交 于 复 Ear 
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平面 的 一 点 0， 它 在 复 平面 上 表示 一 个 模 为 有 限 的 复数 。 反 过 来 ， 从 北极 N 出 
发 ， 且 过 复 平面 上 任 一 模 为 有 限 的 点 Q 的 射线 ， 也 必 交 于 球面 上 的 一 个 点 ， 记 
为 P。 于 是 复 平面 上 的 点 与 球面 上 的 点 〈( 除 N 点 外 ) 建立 了 一 一 对 应 的 关系 。 

考虑 复 平面 上 一 个 以 原点 为 中 心 的 圆周 C， 在 球面 上 对 应 的 也 是 一 个 圆周 
To HEA C 的 半径 越 大 时 ， 圆 周 忆 就 越 趋 于 北极 W， 因 此 ， 北 极 W 可 看 成 是 与 
复 平面 上 的 一 个 模 为 无 穷 大 的 假想 点 相对 应 ， 这 个 假想 点 称 为 无 穷 远 点 (Point 
at Infinity) ， 并 记 为 m 。 复 平面 上 加 点 后 ， 称 为 扩充 复 平面 ( Extended) ， 与 它 
对 应 的 就 是 整个 球面 ， 称 为 复 球面 Complex Sphere) ， 并 且 扩充 复 平面 上 的 点 
与 复 球面 上 的 点 构成 一 一 对 应 。 简 单 来 说 ,扩充 复 平面 的 一 个 几何 模型 就 是 复 球 
面 。 对 于 模 为 有 限 的 复数 ， 我 们 称 为 有 限 复数 ， 除 去 w 的 复 平面 称 为 有 限 复 平 
面 。 

有 限 复 平面 常 记 为 C， 扩 充 复 平面 常 记 为 5， 我 们 有 6 = CU | mw | 。 对 于 所 
有 的 有 限 复数 ce C，a+tm =o +a = wm ， 对 所 有 有 限 复数 bz0,，% .b=b… 
o=o, Ezo, 也 =0 以 及 |m|= +=, 显然, 复 平面 上 每 一 条 直线 都 通过 


点 。 
15 复 平面 上 的 点 集 


1.5.1 基本 概念 


在 高 等 数学 中 ， 我 们 讨论 涉及 的 函数 一 般 都 定义 在 一 个 〈 开 的 或 闭 的 ) 区 
间 上 。 类 似 地 ， 为 了 表达 的 方便 ， 我 们 先 介绍 复 平面 上 “ 邻 域 ”的 概念 。 

由 不 等 式 |z -z| <5(5 >0) 所 确定 的 复 平面 点 集 ， 就 是 以 zo 为 心 ，5 为 半径 
的 圆 的 内 部 ， 称 为 点 z BJ 6 - Wii (Neighborhood), IEH Ns (zo) o WM zo 不 
属于 其 自身 的 5 - 邻 域 ， 则 称 该 邻 域 为 ao 的 去 心 6 - 邻 域 (Deleted Neigh Bor- 
hood) ， 可 用 不 等 式 0 < jz -zo | <5 表 示 。 例 如 下 面 的 不 等 式 


|z-2|<3, lz+i| <>, 0<|z| <1 


就 分 别 表示 点 2，-i 的 圆 邻 域 和 0 的 去 心 圆 邻 域 。 

在 扩充 复 平面 上 ， 无 穷 远 点 的 邻 域 应 理解 为 以 原点 为 心 的 某 圆周 的 外 部 ， 即 
o kS- WRN) 是 指 满足 条 件 |z| >1/6 的 点 集 。 

FAR D 的 点 zo。 有 一 邻 域 全 含 于 DD 内 ， 则 称 % X D HIKA (Interior Point); 
若 点 集 D 的 点 缘 为 内 点 ， 则 称 D HFR (Open Set); 若 在 点 zo 的 任意 邻 域内 ， 
同时 有 属于 点 集 D 和 不 属于 D 的 点 ， 则 称 zo X D HARA (Boundary Point) ; 
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AE D 的 全 部 边界 点 所 组 成 的 点 集 称 为 的 边界 Boundary) ， 常 记 为 9D。 平面 
上 不 属于 点 集 D 的 点 的 全 体 称 为 D 的 余 集 ， 记 为 DP。 开 集 的 余 集 称 为 闭 集 
( Closed Set) 。 

由 定义 可 知 ， 一 个 集合 是 开 集 的 充分 必要 条 件 是 其 中 每 一 点 都 是 它 自己 的 内 点 。 

设 zmeD， 若 在 z 的 某 一 邻 域 内 除 zo 外 不 含 D 的 其 他 点 ， 则 称 z 为 D 的 一 
个 孤立 点 (Isolated Point); D 的 孤立 点 也 是 D 的 边界 点 。 

车 有 正 数 以 ， 对 于 点 集 D 内 的 点 z， 箔 满足 条 件 |z|<M， 即 车 全 含 于 某 一 
圆 之 内 ， 则 称 忆 为 有 界 集 (Set or Bound Set) ， 否 则 称 为 无 界 集 ( Unbound Set) 。 

.5.1 表示 的 分 别 是 : a: pi <|: —zo| <p; b: |z-3|>2; c: Imz>0 和 
d: 1< Rez <2。 它 们 都 是 开 集 。 


图 1.5.1 
如 果 开 集 S 内 的 任意 一 对 点 1 ，z2 都 能 被 含 于 S 内 的 折线 连接 起 来 ， 则 称 S 
是 连通 的 (Connected) (如 图 1. 5. la) ， 图 1. 5. 1 中 表示 的 每 个 集合 都 是 连通 的 。 
粗略 地 说 ，S 是 由 一 张 “ 单 片 ”组 成 。 但 要 注意 ， 开 集 不 一 定 是 连通 的 。 例 如 ， 
平面 上 除去 圆周 |z| = 1 后 的 点 集 是 开 集 但 不 是 连通 的 。 这 是 由 于 如 果 z 是 圆 内 
的 点 ,及 是 圆 外 的 点 ， 那 么 ， 任 何 一 条 连接 二 ，z 点 的 折线 必 与 这 个 圆 相交 。 


1.5.2 区 域 曲线 


定义 1.5.1 如 果 复 平面 上 非 空 点 集 忆 具有 下 面 的 两 个 性 质 : 

(1) (FRH) RF D HARE D HKA 

(2) 《连通 性 ) D 内 任意 两 点 都 可 用 一 条 折线 把 它们 连接 起 来 ， 且 这 折线 上 
所 有 的 点 均 属于 D， 则 称 点 集 D 为 区 域 (Domain) 。 区 域 加 上 它 的 全 部 边界 点 所 
构成 的 点 集 称 为 闭 区 域 ， 记 为 Do 

例 1.5.1 z 平 面 上 以 原点 为 心 ， R 为 半径 的 贺 ( 即 图 形 区 域 ) 为 |z| <R， 
它 是 一 个 区 域 ; z 平 面 上 以 原点 为 心 ，R 为 半径 的 闭 圆 ( 即 圆 形 闭 域 ) 为 |z| < 
R， 它 不 是 一 个 区 域 ;它们 都 以 贺 周 |z| =R 为 边界 ， 目 都 是 有 界 的 。 

例 工 5.2 如 图 1.5.2 所 示 ， 明 影 部 分 为 单位 贺 周 的 外 部 含 在 七 半 z 平 面 的 
部 分 ， 表 示 为 
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ns 
lai >1 ; Imz >0 


例 1.5.3 如 图 1.5.3 所 示 ， 阴 影 部 分 为 带 形 区 域 ， 表 示 为 
yı <Imz <>; 


图 1.5.2 图 1.5.3 
例 1.5.4 “= 平面 上 以 实 轴 Imz =0 为 边界 的 两 个 无 界 区 域 是 
上 半 平 面 Imz >0， 下 半 平 面 Imz <0 
“= 平面 上 以 虚 轴 Rez = 0 为 边界 的 两 个 无 界 区 域 是 
左 半 平面 Rez <0， 右 半 平 面 Rez>0 . 
例 1.5.5 如 图 1.5.4 所 示 ， 阴 影 部 分 为 同心 圆 环 
( 即 圆 环形 区 域 ) ， 表 示 为 
r<|z|<R 
如 果 曲 线 I: z=z(t) =x(f) +iy(t) (ast <8) H 
实 部 x(t) 与 虚 部 y(1) 均 为 1 的 连续 函数 ， 那么 曲线 
卫 就 叫做 连续 曲线 (Continuous Curve) 。 对 于 连续 曲线 
T: z=z(t), Ht wb (ae <t, b <B) 时 , z(t) 天 
z(b), ， 即 曲线 没有 重点 〈 纽 结 ) MEKI 为 简单 曲线 BESA 
(Simple Curve); z(a) =z(B) 时 ， 则 称 一 为 简单 闭 曲 线 (Simple Closed), #& 
段 ， 圆 弧 和 抛物 线 弧 段 等 都 是 简单 曲线 ;圆周 和 椭圆 周 等 都 是 简单 闭 曲 线 。 
如 果 连 续 曲 线 r 


z=s(t) (as<t<B) 

ERK asıp 上 存在 连续 的 x'(t) 及 y'(:)， 且 二 者 不 同时 为 零 ， 则 在 曲线 p 
上 每 点 均 有 切线 且 切 线 方向 是 连续 变化 的 。 我 们 称 这 种 曲线 为 光 测 曲线 (Smooth 
Cure) 。 由 有 限 段 光滑 曲线 连接 而 成 的 连续 曲线 称 为 逐 段 光滑 曲线 。 但 要 注意 的 
是 ， 这 种 曲线 在 连接 点 处 可 能 不 存在 切线 。 特 别 地 ， 折 线 是 逐 段 光滑 曲线 。 下 面 
不 加 证 明 地 给 出 约 当 定理 : 

约 当 定理 ”简单 闭 曲 线 把 扩充 复 平面 分 成 两 部 分 ， 一 部 分 是 不 含 m 的 点 集 ， 
称 为 该 曲线 的 内 部 ; 另 一 部 分 是 含 的 点 集 ， 称 为 该 曲线 的 外 部 ; 这 两 个 区 域 都 
以 已 给 的 简单 闭 曲线 〈 也 称 为 约 当 曲线 ) 作为 边界 。 

定义 1.5.2 在 复 平面 上 ， 如 果 区 域 D 内 任意 一 条 简单 曲线 的 内 部 都 含 于 区 
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域 D 内， MP D 为 单 连 通 区 域 (Simply Connected); 否则 就 称 为 多 连通 区 域 
( Multiply Connected) 。 
由 此 ， 单 连通 区 域 D 具有 这 样 的 特征 : 属于 的 任何 一 条 简单 闭 曲 线 ， 在 


D 内 可 以 经 过 连续 的 变形 而 缩 成 一 点 ， 而 多 连 
通 域 就 不 具有 这 个 特征 。 图 1.5.4，1.5.5 所 
示 区 域 都 是 多 连通 区 域 。 

例 1.5.6 指出 下 列 不 等 式 中 点 z 在 怎样 
的 点 集 内 变动 ? 它们 是 单 连通 区 域 吗 ? 是 否 
有 界 ? 

(1) Re > 十 ; (2) |z+ils|2+il; 

1 


(3) |z| <1， Reso 

解 (1) 满足 条 件 的 一 切 点 所 组 成 的 点 m. 1S3 
集 ， 是 以 直线 Rez = 172 为 左 界 的 半 平面 (不 包括 Rez = 1/2) ， 它 是 单 连通 区 域 
( 见 图 1.5.6)。 

(2) |z+il< |2+il， 即 |z+il<V5， 满 足 条 件 的 一 切 点 = 所 组 成 的 点 集 ， 
是 以 点 -i 为 圆心 ， V5 为 半径 的 闭 圆 盘 ， 它 不 是 区 域 ， 而 是 一 个 闭 区 域 见 图 
ESA 

(3) 满足 条 件 的 一 切 点 组 成 的 点 集 ， 是 以 原点 为 圆心 ，1 为 半径 的 贺 盘 和 
以 直线 Rez =1/2 为 右边 界 的 区 域 ( 包 括 Rez = 1/2) 的 公共 部 分 ， 又 因 位 于 圆 盘 
内 的 直线 Rez =1/2 上 的 点 不 是 内 点 ， 故 它 不 是 区 域 ( 见 图 1.5.8) 。 


@- 


图 1.5.6 图 1.5.7 图 1.5.8 


1.6 复 变 函数 
1.6.1 复 变 函数 


定义 1.6.1 设 G 是 复数 z=x+iy 的 集合 。 如 果 存 在 一 个 法 则 ， 按 照 这 个 法 
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则 对 于 G 的 每 一 个 :， 都 有 一 个 (或 多 个 ) 确定 的 复数 w = +ib 与 之 对 应 ， 那 
么 就 称 o 为 z 的 复 变 函 数 (Complex Variables) ， 记 作 
w=f(z) : 

集合 G 称 为 函数 w=f(z) 的 定义 集合 ,与 6 中 z 对 应 的 w 值 构成 的 集合 G * 称 为 
ERARE, HAG), BBE =f(G)。 

由 于 给 定 了 复数 =x tiy 就 相当 于 给 定 了 两 个 实数 x 和 7y， 而 复数 上 = + iv 
也 同样 地 对 应 着 一 对 实数 w 和 v， 所 以 ， 把 w 当 作 复 变数 z 的 函数 来 研究 也 可 转 
化 为 研究 x 和 的 两 个 实 函 数 w 和 v， 即 有 f(z) =u(x, y) +iv(x, 7)。 

例 1.6.1 WH: o =Z 是 定义 在 整个 复 平面 上 的 函数 。 

证 记 z=x+iy, w=wu+iyv, W o=? 可 写 为 

ut+iv=(x+iy)? =a? -y + i2xy 

Mi u= -了 ,v=2xy， 所 以 o =Z 是 定义 在 整个 复 平面 上 的 函数 。 


例 1.6.2 w = 二 是 定义 在 除 原点 外 的 整个 复 平面 上 的 复 变 函数 。 此 时 


@=u+i = 


故 这 里 的 两 个 实 二 元 函数 是 


2 z PAE POA À 
z zz |Ë ê+? 2 +y: 


EE ES A 
“Q + +y 
如 果 对 于 G 内 每 个 : 值 ;， 有 和 且 仅 有 一 个 w 值 与 之 对 应 ,就 称 f(z) 为 G 上 的 
单 值 函数 ; 否则 ， 就 称 f(z) 为 多 值 函数 。 


例 163 w= |zl，o=5 o=? Rosita) 均 为 z 的 单 值 函数 ; 


中 = 次 (z 关 1，n>2 整数 ) 及 w = Argz(z 关 0) 均 为 z 的 多 值 函 数 。 

下 面 介绍 复 变 顶 数 的 反 函 数 概念 。 在 函数 o =f(z) 的 对 应 关系 中 ， 也 可 从 
点 集 G" 到 点 集 CE 来 看 “对 应 ” 。 对 于 集合 C 中 的 每 一 个 w， 一 定 存在 一 个 或 多 
个 z 值 与 之 对 应 ， 这 就 定义 了 G* 上 的 一 个 函数 

z=9(w) 
称 为 函数 w=f(z) 的 反 函 数 。 

Hf) 为 单 值 函数 时 ， 其 反 函 数 p(w) 可 能 是 单 值 的 也 可 能 是 多 值 的 。 例 
如 ,f(z) = 好 2 的 反 函 数 是 双 值 的 。 

当 函 数 及 其 反 函 数 都 是 单 值 函 数 时 ， 则 称 这 种 函数 是 双方 单 值 的 。 今 后 主要 
研究 双方 单 值 函数 。 如 果 遇 到 多 值 函数 则 作 某 种 限制 ， 如 选 定 某 一 单 值 分 支 来 研 
究 。 

AERA ofz) 也 可 看 成 是 z 平面 上 的 点 集 -C 到 o 平面 上 的 点 集 G° = 
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lele =f(z), ze G] 的 一 种 对 应 ,并 且 以 后 我 们 把 由 w=f(z) 所 确定 的 这 种 对 
应 称 为 映射 (Mapping) 或 变换 。 具 体 地 说 , 复 变 函数 w=f(z) 给 出 了 从 z 平 面 
上 的 点 集 G 到 平面 上 的 点 集 G * 间 的 一 个 对 应 关系 。 与 点 zs G 对 应 的 点 w = 
fz) 称 为 点 z 的 像 (Image) ， 同 时 点 z 就 为 点 w =f(z) 的 原 像 (Inverse) o 

如 果 复 变 函 数 w =f(z) 及 其 反 函 数 z=9(w) 都 是 单 值 的 ， 那么 由 w =f(z) 
所 确定 的 映射 是 原 像 集 G 到 像 集 G* 之 间 的 一 一 对 应 的 映射 ， 也 称 为 双方 单 值 的 
映射 。 

必须 指出 ,， 像 的 原 像 可 能 不 只 一 点 。 例 如 w= 忆 ， 则 z= +1 的 像 点 均 为 
w=1， 因 此 ，w =1 的 原 像 是 两 个 点 z= +1。 

为 了 方便 ， 以 后 把 “函数 =f(z)” 可 以 说 成 “映射 m=f(z)”。 

例 1.6.4 试 求 在 映射 m=z 下 ,点 a1 =2+3i 和 z=1 -2i 的 像 。 

E 如 图 1.6.1 所 示 ，, 分 图 a 表示 自 变 量 z =2 +3i, z =1 -2i; 分 图 b 表 
示 像 平面 其 中 在 映射 o =z 下 的 像 分 别 为 w =2 -3i, oz =1 +2i。 


y on 对 
= 
DO = — 
-a 0 
a) z-i b)w 平 面 
图 1.6.1 


例 16.5 HRu=c 及 "=c (cr, o 均 为 实 常数 ) 在 w=f(z) = 六 映射 下 
的 原 像 。 


解 将 f(z) =z 写成 
Ka) ==? -P + xy 
由 此 得 
u(x, y) == - 
v(x, y) =2zy 
于 是 , u=ci 在 o =Z 的 映射 下 的 原 像 为 
2 -=e 
这 是 :平面 上 的 一 簇 等 轴 双 曲线 ( 见 图 1. 6. 2a) 。 
而 "= c, 的 原 像 为 
2xy =c, 
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图 1.6.2 
这 是 :平面 上 的 另 一 簇 〈 以 坐标 轴 为 渐 近 线 的 ) 双 曲线 〈 见 图 1.6.2b)。 


1.6.2 极限 与 连续 性 


定义 1.6.2 设 复 变 函 数 w =f(z) 在 ao 的 邻 域 0 < |z -z | <p 内 有 定义 ， 如 
果 存 在 一 个 确定 的 数 4， 对 于 任意 给 定 的 正 数 s， 总 存在 正 数 5， 当 0 < 
|z-z|<5<p 时 ， 恒 有 
If (z) -A| <e 
则 称 4 为 当 z 趋向 于 zo PP, KAS) 的 极限 ， 记 作 limf(z) =A RH zz Bf, 


f(z) >As 
我 们 可 以 这 样 来 理解 极限 概念 的 几何 意义 : 当 变 点 z 进入 zo 的 充分 小 的 去 
心 邻 域 时 ， 它 们 的 像 点 就 落 入 4 的 一 个 给 定 的 Ü - 邻 域内 。 
定义 1.6.2 与 一 元 实 函数 的 极限 定义 极为 类 似 ， 我 们 可 以 仿照 证 明 : 
定理 1.6.1 f(z), g(z) 在 zo 点 有 极限 ， 则 其 和 、 差 、 积 、 商 ( 商 的 情 
形 ， 要 求 分 母 的 极限 不 等 于 零 ) 在 zo 点 仍然 有 极限 ， 并 且 其 极限 值 等 于 f(z)， 
&(z) 在 点 zo 的 极限 值 的 和 、 差 、 积 、 商 。 
但 要 特别 注意 的 是 ,z=x + iy 趋向 于 zo =x + iyo 的 方式 是 任意 的 ， 通 俗 地 
说 ,就 是 在 zo 的 邻 域 内 ，z 可 以 沿 着 四 面 八方 通 向 zo 的 任何 路 径 趋向 于 zo。 对 
比 一 元 实 变 函 数 f(x) 的 极限 limfx) s azo 只 在 x RE, x 只 能 沿 xo 的 左右 两 
个 方向 。 我 们 这 里 对 复 变 函 数 极限 存在 的 要 求 显然 苛刻 得 多 。 
下 述 定理 给 出 了 复 变 函 数 极限 与 其 实 部 和 震 部 的 关系 : 
定理 1.6.2 设 f(z) =u(x, y) +iv(x, y) 在 0< |z-z|<p 上 有 定义 ， 其 中 
z=x+iy, zo =xo +iyo, Mjlimf(z) =A =a +ib KERE 
limu(x, y) =a, limv(x, y) =b 
ato 0 


mr To 
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证 充分 性 ; 由 limu(x, y) =a 及 limv(x, y) =b 知 ， 对 于 任意 s>0 存在 6 
= xo 


ye yo 
>0， 当 
O<V(x-x0) +(7-7o) <5 
EA 
lu-al<ġ2lv-bl<5 
于 是 
Vua)? +(v-b)7<|u-al+l|v-b| <f +5 =e 
Bp 
| (u-a) +i(v-b) | =| (u +iv) - (a +ib) | <£ 
则 lG) -A| <e 
所 以 


lim/(z) =4 
sto 
必要 性 : Etlimf(z) =4 对 于 任意 e >0 存在 5>0, 30 <|z-z | <ë HHO < 
Jam) + (y —y0)2 <8 Bf, EAIN) -A| <e; BD (ua)? +(v-6)7<s 


因而 lu-al<s 及 lv-b|l<e 

于 是 limu(x, y) =a 及 limv(x, y) =b 
Po = 
To y— 


这 个 定理 告诉 我 们 ， 复 变 函数 极限 的 存在 性 等 价 于 其 实 部 和 虚 部 的 两 个 二 元 
实 函数 极限 的 存在 性 ， 即 把 求 复 变 函 数 的 极限 转化 为 求 该 函数 的 实 部 和 虚 部 的 极 
限 ， 也 就 是 求 两 个 实 二 元 函数 的 极限 。 

在 极限 定义 中 ， 若 极限 4 为 函数 /(z) 在 点 zo RESC), BI 

Ji 人 了 =f(zo) 

这 就 变 成 了 函数 f(z) 在 点 zo 连续 的 定义 。 六 

定义 1.6.3 设 w=f(z) 在 z 的 邻 域 lz-z| <p 内 有 定义 ， 对 于 任 给 的 e > 
0, 存在 8>0, 使 邻 域 |:-zo1<5<p 内 任 一 点 z 恒 有 

` IKa)-/Ga)l<e 

则 称 函数 用 z) 在 点 zo 连续 。 如 果 f(z) 在 区 域 D 内 每 一 点 都 连续 ， 则 说 f(z) 在 
区 域 D 内 连续 。 

这 里 复 变 函数 连续 性 的 定义 与 一 元 实 变 函 数 连 续 性 的 定义 相似 ， 我 们 可 以 仿 
照 证 明 下 述 结论 : 
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定理 1.6.3 (1) 如 果 复 变 函 数 /(z) ，g(z) 在 点 zo 连续 ， 则 其 和 、 差 、 
积 、 商 ( 商 的 情形 ， 要 求 分 母 在 zo PHF) 在 点 zo 连续 。 

(2) 如 果 复 变 函数 ”=f(z) 在 点 zo 连续 ， 复 变 函数 w=g(m) 在 n=f(z0) 
连续 ， 则 复 变 函数 o = g[f(z)] =F(z) 在 点 zo 连续 。 


例 1.6.6 求 imz+i。 


解 于 2 在 点 ij 连续 ， 得 


z+1 


例 16.7 /G)=x[+-7) (zx0)， 试 证 /(z) 在 原点 无 极限 ， 从 而 在 原 


点 不 连续 。 
证 令 z=r(cosbg +ising)， 则 
fa) =t = =Ł . —s = 了 2reosb .2irsing = sin20 


我 们 看 到 当 z 沿 正 实 轴 8=0 趋 于 0 时 , f(z) 一 0; 当 z 沿 第 一 象限 的 角 平 分 线 9 = 
Tao 时 , fz) —1, KA) 在 原点 无 确定 的 极限 ， 从 而 在 原点 不 连续 。 


z 


_ #0 
例 1.6.8 设 函 数 /(z) =l +y ， 证 明 f/(z) 在 原点 不 连续 。 
0 s=0 
证 设 直 线 1:y=mx， 则 在 直线 1 上 
mm 
x +m 1+m 


Ka) = 
因此 当 z Wr 1 趋向 于 原点 时 
m 
ARTT 

当 m 变化 时 ， 2 即 随 之 变化 ， 所 以 当 z 沿 不 同 的 直线 趋向 于 原点 时 ， 
Az) 的 极限 值 就 不 同 。 这 就 证 明了 linf(z) 不 存在 。 因 而 在 点 z =0 处 , /(z) 不 
连续 。 

根据 连续 的 定义 及 定理 1. 6. 1 ,我们 马上 可 以 得 到 下 面 的 定理 : 


定理 1.6.4 RAS) =u(x,y) +ie(x, y) ÉE zo =xo +iyo 处 连续 的 充 要 条 件 
是 : u(x, y) 和 v(x, y) Æ (zo, yo) 处 连续 。 
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一 、 导 学 9 

本 章 学 习 了 复数 概念 、 复 数 运算 及 其 表示 ; 复 变 函数 概念 及 其 极限 、 连 续 等 
内 容 。 由 于 复数 全 体 与 平面 上 点 的 全 体 可 一 一 对 应 ， 故 一 个 复数 集 可 视 为 一 个 平 
面 点 集 ; 由 于 复数 ( 复 函 数 ) 的 实 部 与 虚 部 都 是 实数 〈 实 函数 ) ， 所 以 ,我 们 在 
学 习 时 一 定 要 注意 将 复数 ( 复 函 数 ) 与 实数 (KER) 进行 比较 ， 并 注意 其 几 
何 意义 ， 以 及 复 、 实 函数 的 异同 。 特 别 是 ， 复 函数 的 极限 、 连 续 性 的 判定 都 可 以 
转化 为 其 实 部 函数 与 虚 部 函数 的 极限 与 连续 性 来 判定 。 

学 习 本 章 的 基本 要 求 如 下 : 

(1) 熟练 掌握 用 复数 的 三 角 表 示 式 与 指数 表示 式 进 行 运算 的 技能 ; 掌握 根 
据 由 给 定 非 零 复数 z 在 复 平面 上 的 位 置 确定 辐 角 主 值 的 方法 ; 掌握 用 复数 形式 的 
方程 (或 不 等 式 ) 表示 平面 图 形 来 解决 有 关 几 何 问题 的 方法 。 

(2) 注意 理解 复 变 函 数 及 与 之 有 关 的 概念 ; 正确 理解 区 域 、 单 连通 区 域 、 
多 连通 区 域 、 简 单 曲线 等 概念 。 

(3) 能 够 利用 复 函 数 的 实 部 函数 与 虚 部 函数 来 判定 复 函 数 的 极限 与 连续 性 。 

二 、 内 容 提要 

1. 基本 概念 

设 x，y 为 两 实数 ， 则 z =x + ii 表示 一 个 复数 ,而 x -iy 称 为 z 9369638 
数 ， 记 作 z。 这 里 , P = -1l Wa, n 是 任意 两 个 复数 ， 我 们 有 

(1) z tz = (wi +22) +il(y1 +y2)o 

(2) z + z = (2122 -yiy2) +i(x1y2 +y1x2)o 

(3) r= |z| = /Z +P, z-z#=' +? = (Rez)2+(Imzg)2= |z|2, 

Zi Xit tyi: _. 221 一 XIy2 

(4) M33800, WJ i 本 T ° 

(5) Re(z, *z,) =Rez +Rez,; Im(z, +z,) = Imzi + Imz> 。 

(6) Argz =argz +2k™ (k=0, +1, +2, =), 


arctan 二 z 在 第 一 ， 四 象限 
argz = arctan Ž + z 在 第 二 象限 


arctan Z- a z 在 第 三 象限 


日 全 书 的 导 学 部 分 与 思考 题 参 考 了 参考 文献 [1] 。 
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s |a 


z 在 虚 轴 正 向 
argz = : 
-至 xz 在 虚 轴 负 向 
(7) z=x+iy =r(cosg +i sin9) 称 为 复数 z 的 三 角 表 示 式 ; z =re” 称 为 复数 z 
的 指数 表示 式 。 
z1 * z, =rira[ cos( 0, +02) +isin(g +02)] 
s [eos(@ -0) +isin(b -82)] (za 20) 
> z; =r,(cos0, +i sin0,)(i=1, 2, =, n), W 
zi22…2n =rir2…rn[cos(g +03 ++ +0,) +i sin(0, +02 + +0,) ] 
令 z=r(cosg +i sing), MW) 
z" = [r( cos0 + i sin0) ]” = r" ( cosn0 + i sinn0) 


Y= { [eos( 22n) ši sin(2+2m) |k=0,1,2, =n- 1} 


2. 基本 定理 

(1) EURES), g(z) 在 如 点 有 极限 ， 则 其 和 、 差 、 积 、 商 〈 商 的 
情形 ， 要 求 分 母 的 极限 不 等 于 零 ) 在 z 点 仍然 有 极限 ， 并 且 其 极限 值 等 于 f(z)， 
8(z) 在 点 zo 的 极限 值 的 和 、 差 、 积 、 商 。 

BN) =u(x, y) +iv(%,y) 在 0<1z-zo|<p 上 有 定义 ， 其 中 z=x+iy,， zo 
=%0 +iyo, 则 lim f(z) =A=a+ib 的 充 要 条 件 是 


limu(x, y) =a, limv(x, y) =b 
xo x 


oo = 

(2) 如 果 复 变 函 数 所 xz) ，g(z) 在 点 zo 连续 ， 则 其 和 、 差 、 积 、 商 〈 商 的 
情形 ， 要 求 分 母 在 z PHE) 在 点 z 连续 ; 如 果 复 变 函 数 7 =f(z) 在 点 zo EE 
续 ， 复 变 函 数 w=&(7) 在 7o =f(zo) 连续 ， 则 复 变 函 数 w = z[f(z)] =F(z) 在 
点 连续 。 

(3) 函数 f(z) =u(x, y) +iv(x, y) E zo = xo + iyo 处 连续 的 充 要 条 件 是 
ulz, y)flo(x, y) Æ (zo, yo) 处 连续 。 

三 、 疑 难 解析 

1. 注意 复数 与 实数 的 不 同 点 : @ 任 一 异 于 零 的 复数 总 可 以 开 方 ， 所 得 结果 
是 多 值 的 。 一 个 复数 开 n 次 方 就 有 个 根 ; @ 实 数 能 比较 大 小 ， 但 复数 却 不 能 比 
较 大 小 ; @ 复 数 模 的 概念 与 实数 中 绝对 值 的 概念 在 几何 上 都 是 描述 点 与 点 之 间 的 
距离， 两 者 可 统称 为 绝对 值 ， 但 由 于 复数 有 辐 角 的 概念 ， 故 作为 复数 域 中 的 实数 
也 都 有 一 个 辐 角 (0 或 r) ， 这 显然 与 实数 域 中 的 实数 是 不 同 的 。 例 如 ，3 作为 
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实数 域 中 的 数 与 作为 复数 域 中 的 数 是 不 一 样 的 。 因 为 3 在 复数 域 中 除了 模 为 3 以 
外 ， 还 有 一 个 辐 角 是 0， 但 3 在 实数 域 中 没有 辐 角 的 意义 。 

2. 对 于 区 域 的 概念 ， 一 定 要 注意 它 是 一 个 开 的 连通 集 。 例 如 ， 由 两 个 贺 
lz-1|<1 及 |z+1|<1 的 内 部 所 构成 的 点 集 是 开 集 但 不 是 区 域 ， 因 为 它 不 连通 。 

四 、 杂 例 

例 1.1 下 面 的 解 题 过 程 错 在 何 处 ? 

吕 =(23) 二 =? 二 = + 
解 ”在 实数 范围 内 ， 上 述 方法 是 正确 的 ， 而 在 复数 范围 内 ， 应 当 是 
中 = (23) = (23c2tmi) 二 = +VGe 生 (人 =0,，1，2) 


2i 
-1+ 


l1 -il =Z, ag(1 -i) = -于 ,所 以 


-全 A ) tisin( -至 )] (三 角形 式 ) 
= e" (指数 形式 ) 
例 1.3 设 m = -1+V3i, z = -1+i, 求 arg(z1z2)。 


解 Arg(zz) = Argz + Arga =+ +2kmr = +2km 


7 
arg(z122) = -73T 
ik: -T<argz<To 


例 1.4 证 明 : 若 z 在 圆周 |z| = 


| 
证 |#-42.3|>|l|#l-l42|-3|=3, 


BLS EH: NHR? -P =1 可 以 写成 2 +2 =2。 
Epa (到 - z- s= tt 2zz =- 


2i 
所 以 ,该 双 曲 线 方程 可 以 写 为 2 +Z =2。 
例 1.6 指出 下 列 各 情形 相应 的 区 域 。 
(1) -Tc<argz<Ti (2) Re(2)>0, 
解 (1) 复 平面 上 除去 原点 及 负 半 实 轴 的 区 域 。 
(2) 即 安 - 刀 >0,， 或 lx| > |y|， 为 复 平面 上 第 一 ， 三 象限 分 角 线 所 夹 的 部 
分 区 域 。 


€ 复 变 函数 与 积分 变换 
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五 、 思 考题 
1. 一 个 复数 的 实 部 和 虚 部 是 否 唯一 确定 ? 其 模 和 辐 角 是 否 唯一 确定 ? 复数 0 


的 辐 角 是 否 确定 ? 为 什么 ? 

2. 如 何 运 用 复数 的 代数 表示 式 进 行 四 则 运算 ? 要 注意 些 什么 ?如何 运 用 复 
数 的 三 角 表 示 式 与 指数 表示 式 进 行 乘法 、 除 法 、 乘 方 与 开 方 运算 ， 要 注意 些 什 
么 ? 

3. 下 面 的 表示 式 或 说 法 是 否 成 立 : 

(1) 因为 10| =0，|il =1， 所 以 , 0 <i; 

(2) 复数 之 间 不 能 比较 大 小 ; 

(3) — Ez =x + iy 的 辐 角 为 Argz = Arctany/x; 

(4) a-%m = -om ,a 是 一 个 有 限 复数 。 


习题 一 
A 类 
1. 求 下 列 复数 的 实 部 与 虚 部 、 共 恩 复 数 、 模 与 辐 角 。 
1 1 3i 
(1) i: (2) Tti 
(3) +40(2-55); (4) -4 tio 
3+4i)2 
2 ROCA (3 二 订 的 模 。 
a-b 


3. 着 复数 a, 6b 满足 ，|a|<1，16b|<1, 试 证 : 122 

4. Ea, n, a 三 点 适合 条 件 : n +n +s =0, |n|= |zn|= ls |=1, 证 明 与 n, 5 
是 内 接 于 单位 圆 |z| =1 的 一 个 正三 角形 的 顶点 。 

5. 将 下 列 复数 化 成 三 角 表示 式 和 指数 表示 式 。 

a) i; (2) -1; 


(3) 1 +i; (4) —i 


i 
sL 


6. 设 复数 zz0， 证 明 ， arg = -argz。 
7. 试 证 argz ( -~T<argz<T) 在 负 实 轴 上 (包括 原点 ) 不 连续 ， 除 此 而 外 在 z 平面 上 处 


处 连续 。 
8. 一 个 复数 乘 以 -i， 它 的 模 与 辐 角 有 何 变化 ? 
9. 如 果 多 项 式 P(z) = ao + aiz+ ay? +…+anz 的 系数 是 实数 ， 证 明 : PCO) =P(z)。 
10. 试 求 下 列 各 式 的 x 与 y (x, y 都 是 实数 ) 。 
(1) (1+2i)x+(3-5i)y=1-3i; 
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(2) (x47) -É -z= -y+5(2+y)i-1o 
11. 求 下 列 各 式 的 值 。 


(1) (-D55 (2) +i); 

(3) (A; (4) ME 

12. 指出 下 列 各 题 中 点 :的 存在 范围 ， 并 作 草 图 。 

(1) lz-iļ=6; (2) |z+2il>1; 

(3) ls+31+ |s+11|=4; w |j 

(5) |z+il= |z-il; (6) am(z-i) =Q 

13, 描述 下 列 不 等 式 所 确定 的 区 域 ， 并 指明 是 有 界 的 还 是 无 界 的 ， 是 闭 的 还 是 开 的 ， 单 连 
通 的 还 是 多 连通 的 。 

(1) Jmz>0; (2) |z-1|>4; 

(3) O<Rez<1; (4) 1< |z-3i]<2; 

(5) |z-1|<|z+3]; (6) 1<argz<l1+mo 

14. 试 求 

O m$: o HEEE 


„Rez. 
15. 试 证 im AREH o 


16. 证明: 邻 域 |: -zo | <p 是 开 集 。 
17. RMAC) 在 点 0 处 连续 ， 且 成 aa) #0， 证 明 存 在 的 邻 域 使 1(z) #0。 


B 类 


18. 如 果 等 式 2+L HO- =1 +i 成 立 ， 试 求实 数 x，y。 


19. RAK o =E (复数 :x1) 的 实 部 、 虚 部 和 模 。 


1-z 
20. 将 下 列 复数 化 成 三 角 表 示 式 和 指数 表示 式 。 


一 cosp + i si (esse tisinse) 
(1) 1-cosp ng(0<e=<); (2) (eos39 -i sinp)?” 
21. 当 |z|<1 时 ,， 求 |m +e| 的 最 大 值 ， 其 中 为 正 整数 ，c 为 复数 。 
22. 已 知 两 点 与 a 或 已 知 三 点 2, 5), ， 问 下 列 各 点 位 于 何 处 ? 


O) z= 二 (a +a); (2) ==ha + (1 一) 《其 中 为 实数 ); 
(3) z= 寺 (a +a +n) 


23. 描述 下 列 不 等 式 所 确定 的 区 域 ， 并 指明 是 有 界 的 还 是 无 界 的 ， 是 闭 的 还 是 开 的 ， 单 连 
通 的 还 是 多 连通 的 。 
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变 西数 与 积分 变换 
Q) lz-1l<4lz+l @ += |:-+|=: 
(3) |z|+Rez<1; (4) zz+(6+i)z+(6-i)zs4, 


24. 证 明 : z 平 面 上 的 直线 方程 可 以 写成 : az+ar=c (a 是 非 零 复 常数 ，c 是 实 常数 ) 。 
25. 求 下 列 方程 (+ 是 实 参 数 ) 给 出 的 曲线 。 
(1) z=(1+i)t; (2) z= acost + ibsint ; 
O =+, (4) =n +. 
26. WE: Mn, n, z, u 在 同一 圆周 上 或 同一 直线 上 的 条 件 是 
mm( -43 =a) =o 
a-a a-u 


27. WRAK a, 2, n 满足 等 式 : EIB, EN la -3 l= la -a l= la- l, 


3-4 4-3 


并 说 明 这 些 等 式 的 几何 意义 。 


28. 设 z=x+i， 试 证 : delle isle ll lylo 


29. 如 果 z= ex ， 试 证 明 : 
a) Z+ =2oosnt; (2) -2 sinnt, 


30. 求 方程 2 +8 =0 的 所 有 根 。 

31. 函数 w= 1/z 将 :平面 上 的 下 列 曲线 变 成 w 平面 上 的 什么 曲线 (z=x +iy, w =u+iv)? 
(1) # +y =6; (2) y=x; 

(3) y=1; (4) (z-1)'+ 2 =Y, 

32. 设 有 函数 w =Z, RICHE PEER F 21 li £ü 4338 R o 平面 上 的 何 种 曲线 ? 
(1) 以 原点 为 中 心 ，2 为 半径 ， 在 第 一 象限 里 的 图 弧 ; 

(2) 倾角 0=m/3 的 直线 〈 可 以 看 成 两 条 射线 argz = m/3 及 argz = t+/3); 

(3) WB -P =4。 

33. 已 知 映射 o =, R 

O) Aasi, n =l+i, 为 = 人 +i 在 平面 w 上 的 像 

(2) 区 域 0 < argz < m/3 在 平面 w 上 的 像 。 


34. 证 明 : |a|=1 或 者 |b|=1 有 
35. ia, b,c 为 常数 ， 且 <。 为 实数 ， RE: 2 方程 (aita)? =2(b3+bz) +e 是 表示 最 一 


=1。 


般 的 抛物 线 。 


36. 如 果 /(z) 在 和 处 连续 , 证明: (z), AC) | 也 在 zo 处 连续 。 
2 L x0 
37. 设 f(z) = 1 + ,求证 : f(z) 在 原点 处 不 连续 。 
0 z=0 
38.4, C 为 实数 ,4z0， PHARE |B >AC, 证 明 z 平 面 上 的 贺 周 可 以 写成 
Azz+Br+B:+C=0 


解析 函数 是 复 变 函 数 研究 的 主要 内 容 。 本 章 我 们 给 出 复 变 函数 导数 
的 定义 及 求 导 法 则 ， 并 在 此 基础 上 介绍 解析 函数 的 概念 ， 给 出 判断 复 变 
函数 可 导 和 解析 的 充 要 条 件 ; 然后 介绍 调和 函数 的 概念 及 其 与 解析 函数 | 
的 关系 ; 再 把 高 等 数学 中 熟知 的 初等 函数 推广 到 复 变数 上 来 ， 并 研究 其 l 
性 质 。 


2.1 解析 函数 的 概念 


2.1.1 复 变 函数 的 导数 


定义 2.1.1 设 w=/(z) 为 定义 在 区 域 忆 内 的 复 变 函数 ，zo 是 DD 内 一 点 ，z0 
+AzeD, Bo =f), FWE Az =z-z，Aw =f(z) -f(z0)。 如 果 极限 


Umt- i E A) (2.1.1) 
ro =n 3-% 


存在 有 限 的 极限 值 ， 就 说 成 z) TER zo 处 可 导 ， 并 称 此 极限 为 /(z) EA 2o 处 的 
BA (Derivative), BAHE] R|, yG), CREAS) 在 点 


处 可 微 (Differentiable) ， 并 称 dw =f '(zo)dz 为 函数 o =f(z) 在 点 zo 处 的 微分 。 

如 果 在 区 域 D 内 每 一 点 上 及 z) HTF, RAN) 在 区 域 卫 内 可 导 ; 这 时 ， 
D 内 每 一 点 都 对 应 用 z) 的 一 个 导数 值 ， 因 而 在 D 内 定义 了 一 个 函数 ， 称 为 f(z) 
在 D 内 的 导 函 数 。 简 称 f(z) HFR, WE a) 。 于 是 f(z) 在 za 处 的 导数 可 看 
做 是 导 函 数 1'(z) 在 zo 处 的 值 。 由 定义 易 知 ， 如 果 f(z) 在 点 zo 处 可 导 (或 可 
W), MERAN) 在 点 zo 处 连续 。 

例 2.1.1 RK) =Z 的 导数 。 

解 f(z) =z 在 复 平面 内 处 处 有 定义 ， 对 于 任意 的 z， 由 导数 的 定义 ， 有 

(= lim 人 zt+Az) —f(2) _ lim 2449? - 2 
A0 A A0 Az 


e 复 变 函数 与 积分 变换 


由 于 z 的 任意 性 ， 所 以 在 复 平面 内 处 处 有 
LOE) =2z 
设 n 为 正 整数 ， 类 似 地 可 以 证 明 


(2) an 
52.1.2 问 f(z) =z A 
解 ” 对 复 平面 上 任 一 点 z， 


a : -flz) _ Ax -i(y+A 2 iÀ. 
es 


Ce 
设 z+ Az 沿 着 平行 于 x 轴 的 方向 趋 于 z， 因 而 

Ay =0 ( 见 图 2. 1.1) 。 这 时 极限 
lim -iAY siii Ax 


Atsi 


bar Tay +iAy avmoAx 


设 :+A: 沿 着 平行 于 y 轴 的 方向 趋 于 z， 因而 

Ax =0， 这 时 极限 
Ax -iA; 
i -1 图 za 

所 以 f(z) =z 的 导数 不 存在 。 

由 此 例 我 们 可 知 ， 复 变量 zo + Az-*zo (BEP Az—0) 的 方式 是 任意 的 ， 这 一 点 
要 比 实 变量 的 情况 复杂 得 多 。 另 外 ， 我 们 知道 ， 在 一 元 实 变 函 数 中 可 导 函 数 是 连 
续 的 ， 而 连续 函数 不 一 定 可 导 。 在 复 变 函数 中 ， 由 例 2. 1. 2 知道 这 个 结论 仍然 成 
立 。 在 复 变 函数 里 ， 类 似 的 例子 还 很 多 。 

类 似 于 实 函 数 的 求 导 法 则 ， 我 们 也 有 以 下 复 变 函数 o =f(z) 的 导数 运算 法 
则 ， 我 们 不 再 一 一 验证 。 

(1) (常数 的 导数 ) C'= 

(2) (和 与 差 的 导数 ) FARERI: e) 在 zo 点 可 导 ， 则 单 值 函数 
f(z) elz) 也 在 点 zo 可 导 ， 且 有 

L/(z) +&(z)] lz- =f ' (z0) +g' (z0) 

(3) 〈 积 的 导 函 数 ) ” 若 单 值 函数 .f(z)，g(z) 在 zo 点 可 导 ， 则 单 值 函数 

f(z)g(z) 在 和 点 也 可 导 ， 且 有 
LKz)&g(z)] lax =f '(zo)g(zo) +f(zo)g' (zo) 
(4) 〈 商 的 导数 ) FFERR), gl) Ez 点 都 可 导 ， 而 且 &g(z) 0, 


MARRE L2 在 a 点 也 可 导 ， 且 有 


A2] |z: Sf ie Ee (zo) 
l e(z) 

(5) (复合 函数 的 导数 ) 设 单 值 本 数 := z(s) 在 so ATF, MARK o = 
SOE ATF, ME =s), MERK o =f(z(s)) 在 点 so 也 可 导 , B. 
有 


K| = 


(6) 〈 反 函数 的 导数 ) REK o =f) 将 区 域 D 双方 单 值 连续 映射 成 区 域 
D*, Xo =f(z0) (zoeD)， WARIS) 在 zo 点 可 导 且 (az) 关 0， 则 区 
域 D" 上 的 单 值 连续 反 函数 z=f-!'(w) 在 wo 点 也 可 导 ， 且 有 


d p- 1 

ge. a T'o) 
例 2.1.3 已 知 fz) =E Rf ORSO). 
解 因为 1"(z) = (二 


d 
jad’) 2 


p ws T 所 以 


f'(0)=2,f'(i) = 


2.1.2 解析 函数 的 概念 


定义 2.1.2 如 果 函 数 .成 z) 在 点 和 及 zo 的 某 个 领域 内 处 处 可 导 ， 那 么 称 
SC) HE 点 解析 (Analytic) 。 如 果 f(z) EKR D 每 一 点 解析 ， 那 么 称 f(z) 在 
D 内 和 解析， 或 称 f(z) 是 D 内 的 一 个 解析 函数 〈 Analytic Function) ， 并 把 D 叫做 
/7z) 的 解析 区 域 (Analytic Domain), MREZA) 在 zo 点 处 不 解析 ， 则 zo 叫 
ARRIRA (Singular Point) 。 

由 上 定义 可 知 ， 解 析 函 数 这 一 概念 是 与 定义 的 区 域 密切 相关 的 。 我 们 说 函数 
JG) 解析 ， 总 是 指 它 在 某 个 区 域 上 处 处 可 导 ， 所 以 解析 性 是 复 函数 在 一 个 区 域 
上 的 性 质 ， 而 不 是 其 在 一 个 孤立 点 的 性 质 。 进 一 步 地 ， 由 定义 知 ， 函 数 在 区 域内 
解析 与 在 区 域内 可 导 是 等 价 的 。 但 是 ， 函 数 在 一 点 处 解析 和 可 导 是 两 个 不 等 价 的 
概念 。 就 是 说 ， 函 数 在 一 加 不 一 定 在 该 点 处 解析 。 


例 2.1.4 RA) = 一 ， 当 z#0 时 ， 有 


—2 i 
a-i)? 


Se ass e 
Az Ax—0z(z + Az) # 
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因此 ， 在 复 平面 上 除去 z=0 点 外 , f(z) 处 处 可 导 ， 因 此 解析 。 但 在 点 z=0 
处 , fz) 没有 意义 ， 导 数 当然 也 不 存在 ， 所 以 f(z) 不 解析 ， 即 z=0 是 f(z) = 


1 
本 的 奇 点 。 


根据 求 导 法 则 可 以 得 到 ， 对 于 任意 两 个 在 点 zo 解析 的 函数 ， 它 们 的 和 、 差 、 
积 、 商 (分母 函数 关 0) 在 点 zo 仍然 解析 。 另 外 ， 解 析 函 数 的 复合 函数 也 是 解析 
的 。 


例 2.1.5 讨论 函数 f(z) = 生地 43 的 解析 区 域 并 求 函 数 在 该 区 域 上 的 导 


数 。 
解 设 p(z) =25 -zt+3，9(z) =42 +1， 则 知 P(z)，9(z) 都 在 全 平面 解 
析 ， 所 以 ， 当 g(z) #0 时， 函数 /(z) 解析 。 又 方程 g(z) =47 +1 =0 的 解 是 


z= si, 因此 在 全 平面 上 除去 这 两 个 点 外 的 区 域内 解析 。 此 时 ， 函 数 的 导数 为 


(42 +1) (102 -1) - (2 -z+3)(8z) _24# +102 +47 -24z -1 
(47 +1)? (42 +1)2 


2.2 函数 解析 的 充 要 条 件 


在 第 1 章 中 我 们 曾 指出 : 如 果 仅 研 究 极限 或 连续 方面 的 问题 ， 则 研究 一 个 复 
变 函 数 w =f(z) 与 研究 一 对 实 变 函 数 4=u(x, y) ，" = "(x，y) 是 等 价 的 。 在 例 
2.1.2 中 我 们 又 看 到 : RAS) =z=x- iy 在 复 平面 上 其 实 部 与 虚 部 处 处 有 偏 导 
数 ， 但 该 函数 却 处 处 不 可 导 。 由 此 看 出 : 研究 o =f(z) 是 否 有 导数 的 问题 与 研 
究 w=u(x, y), v=v(x,y) 是 否 有 偏 导数 的 问题 不 再 等 价 了 。 自 然 我 们 会 问 : 
作为 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 的 两 个 二 元 函数 满足 什么 条 件 时 函数 才 是 解析 的 ?下 
面 就 来 讨论 这 一 问题 。 

REAS) =u(x, y) +wx, y) 在 区 域 D 上 有 定义 ,在 D 内 一 点 z=% +iy 


f'G)= 


可 导 ， 即 
, _ p (z+ Az) -f(z) _ ,.. Au+iAe 
f (2) = lim Az Sabar +iAy (i1) 
这 里 ， Az =Ax +iAy, f(z + Az) -f(z) = Au +iAv 


其 中 ,Au =u(x+Ax, y+Ay) -u(x, y), Av=v(x+Ax, y+Ay) -v(x, y)o 
因为 Az = Ax + iAy 无 论 按 什么 方式 趋 于 零 ， 式 (2.2.1) 总 是 成 立 的 。 先 设 
Ay =0, A10, BÆ z + Az 为 沿 平行 于 实 轴 的 方向 趋 于 点 z。 此 时 式 (2.2.1) 
成 为 
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Bnat iaa O 
于 是 知 au/ax，su/ax 必然 存在 ， 且 有 


Apita’ (2) (2.2.2) 


同样 ， 设 Ax =0，Ay 一 0， 即 变 点 z+ Az 沿 平行 于 虚 轴 的 方向 趋 于 点 z。 此 时 式 
3 3509 j 
-i lim Ê” + lim & =f "(2) 
1 ody + imay 
故 知 bw/ay，sa/ay 亦 必 存在 ， 且 有 
-+ (a) (2.2.3) 
比较 式 (2.2.2) RA (2.2.2) 得 出 
ðu_ ðv ðu ðv 
naio E (2.2.4) 
这 是 关于 w Ro 的 偏 微分 方程 组 ， 称 为 柯 西 - SS (Cauchy - Riemann) 方程 或 
柯 西 - 黎 曼 条 件 ( 简 记 为 C - R 方程 或 C - R 条 件 ) 。 进 一 步 ， 我 们 还 可 得 出 二 
元 实 函 数 u =u(x, y), v=v(x, y) 在 点 z= (x, y) Wi FXE, AR 
(2.2.1), 令 
Au +iAv 
g =p +ipm = Ax +iAy -f '(z) (2.2.5) 
这 里 pl ，p2 为 实 变数 ， 当 Az 一 0 时 ，e-0(pi 一 0，pz 一 0) 。 整 理 得 
Au +iAv =f '(z)( Ax +iAy) +e( Ax +iAy) 


= (2 +i) Caz tiay) + (p +ipz)(Ax+iay) 


将 上 式 展 开 ， 再 利用 C - R 条 件 ， 比 较 实 、 虚 两 部 得 
Au = 此 + 人 ay +p1 A -phy (2.2.6) 


ðv 
Av = Ax + AY +m Ay +p2Ar (2.2.7) 


由 式 (2.2.6), XÈ (2.2.7), 34 Az 一 0 BF, pi—0, ps 一 0, #8lu=u(z, y), v= 
olx, y) 在 z=x+iy 点 可 微 。 

总 结 上 面 的 结论 ， 得 到 复 变 函 数 可 导 的 必要 条 件 。 上 它 也 是 充分 的 ， 
于 是 我 们 得 出 下 面 重要 的 定理 : 

定理 2.2.1 设 /(z) =u(x, y) +iv(x; y) 是 区 域 D 上 的 复 变 函数 ， 则 在 D 
内 一 点 z=x*+ 让 上 f(z) 可 导 的 充分 必要 条 件 是 : tlx, y) Mole, y) 在 此 点 
z=x+iy 可 微 ， 而 且 满 足 C -R 方 程 。 且 有 
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es 
fas is 
证 定理 的 必要 性 前 面 已 经 证 明 ， 下 面 证 明 充分 性 。 
由 于 f(z+Az) -f(z) =Au+iAv, WIB u(x, y) Wolz, y) 在 z=x+iy 可 
微 , 可知 
Au = Ax tiay tpar +p2Ay, An = Ax + Ay tpsa +p,åy 
这 里 ， ep (k=1, 2, 3, 4)。 


因此 , f(z + Az) -f(z) = 六 i)Aar + Atti RAY + (pr + ips) z + 
(pa +ip4)Ay 
根据 C - R 方程 有 
ðu w zð Wu 
ðy ar  ðx’ðy Əx 


所 以 
Karda) -fz) = (E +i Z) (Az +iA9) + (Pi +ips) Ar + (ps + ip.) Ay 
或 


fera = (2i) y (a tip) E+ (o +i 035 


因为 | 和 | <1， gle 故 当 Az 趋 于 零 时， 上 式 右 端的 最 后 两 项 都 趋 于 零 。 因 


此 
F m z + åz) -f(z ðu .0 
f) ta (a 2 
AREH, KRN) =u(z, y) +iv(x, 7) 在 z 点 可 导 。 
由 C -~R 方 程 ， 可 得 函数 作 z) =u(x, y) +iv(x, 7) 在 z 点 的 导数 的 不 同形 式 
f°(2) = +i i 和 i 
dx ax 0 ! ax ox oy oy ay 
我 们 可 以 根据 问题 的 实际 情况 灵活 运用 这 些 导数 形式 。 
` 如 果 函 数 戊 z) EKR DAR- ARTF, 那么 f(z) EED 内 解析 。 由 上 
述 定理 ， 我 们 得 到 如 下 刻 划 函 数 在 区 域 D 内 解析 的 定理 : 
定理 2.2.2 RAS) =u(x, y) +iv(x, 7) 在 其 定义 的 区 域 D 内 解析 的 充 要 
RIFE: ulz, y) 和 v(x, y) 在 D 内 任 一 点 z=#+iy 可 微 ， 而 且 满 足 C~R 方 
程 。 
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(2.2. 8) 


第 2 章 nsa 
== A 


根据 这 个 定理 ， 如 果 函 数 /(z) =u(x, y) +ip(x, 7) 在 D 内 满足 C-R 方程， 
TE u 和 v 具 有 一 阶 连 续 偏 导 数 ( 因 而 w 和 wv 在 D 内 可 微 ), 那么, f(z) 在 D 内 
解析 。 我 们 可 以 用 这 个 条 件 来 方便 地 判断 一 个 函数 是 否 在 D 内 解析 。 

例 2.2.1 讨论 (1) w=z; (2) w=Rez; (3) "sattu 

解 (1) z=z-iy, 所 以 u=x，v= -yo ATE =1, Z= - 1。 由 此 可 知 ， 
在 复 平面 上 任何 一 点 w=z 的 导数 都 不 存在 。 

(2) o=Rez=x, 所 以 , u=x, v=0。 Sai 六 =0。 由 C -R 方 程 ， 显 然 
w=Rez 在 整个 复 平面 上 处 处 不 可 导 ， 处 处 不 解析 。 

(3) w=zRez= (x +iy)x =% + izy 
FEV, u=, v=ay, MTT 


i 


ow 
Ox "oy™ Əx ðy 
这 四 个 偏 导数 都 连续 ,但 只 有 *=7 =0 时 才 满 足 C -R 条 件 ， 故 只 有 在 原点 w = 
zRez 有 导数 ， 在 其 他 点 导数 不 存在 ， 因 而 函数 在 整个 复 平 面 上 处 处 不 解析 。 
例 2.2.2 BERS) =x +axy+b7 +i(c +dry +y), 常数 a, b, c, d 
取 何 值 时 ,f(z) 在 平面 内 处 处 解析 ? 
解 BT 


“2x +ay, = 


=ax +2by, 5 -20 +dy, =dx +2y 


ðv 
z ðy 
H C -R 方 程 得 
2x +ay =dx +2y 2cex + dy = -ax -2by 

因此 ， 当 a=2, b= -1, c= -1, d=2 时 ,此 函数 在 整个 复 平面 上 处 处 解析 。 

例 2.2.3 试 证 /(z) =e*(cosy +i siny) 在 整个 复 平面 :上 解析 , Ef’) = 
f(z)。 

证 u =e*cosy, u=e*siny, MM 


Se = "cos, ge = 一 ersiny， 下 =ersiny， S =e cosy 
由 于 这 四 个 偏 导数 在 复 平面 内 处 处 连续 ， 且 
9# = ercosy = 了 w roe, siny = -2 
ðy’ ðx ðy 


所 以 , f(z) 是 复 平面 内 的 解析 函数 ， 且 
(2) =S. i= e ( cosy +i siny) =f(z) 
62.2.4 证 明 : WRAS) EKR D 内 解析 且 满 足下 列 条 件 之 一 ， 则 
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f(z) 在 D 内 为 常 函 数 。 
(1) f'(2) =0; (2) Ref(z) = 常数 ; (3) IF (z) 上 = 常数 。 


Ksa 
证 D AAO i "0 
所 以 


ox ðy 
从 而 ,4 = 常数 ,v= 常数 ， 于 是 函数 /(z) 为 一 常 函数 。 
(2) 因为 u(x，y) AWM, PE = SE 0, hC- RR 条 件 知 总 = 总 =0， 即 


函数 v(x，y) 也 为 常数 ， 从 而 ， 下 A) 为 一 常 函 数 。 
(3) Aa)? =u? +w = 338, 分别 对 *，7 求 导数 得 


H C -有 R 条 件 得 


所 以 ， G +) 0, (P+) 
3 2 + =0 BF, u(x, y) =v(x, y) =0, =f(z) =0; 
+e 00, Asino, 

故 4= 常 数 ， 由 (2) ， 函 数 /(z) 为 一 常 函 数 。 


2.3 解析 函数 与 调和 函数 


在 第 3 章 我 们 将 证 明 : 解析 函数 的 实 部 和 虚 部 有 任意 阶 偏 导数 。 为 了 讨论 问 
题 的 方便 ,我们 暂且 承认 这 一 结论 。 此 种 情形 下 ， 在 方程 


Ə ~ ayax’ 92 Bray 
HFA) 在 区 域 D 内 解析 ， 从 而 其 实 部 与 虚 部 " 具有 二 阶 连续 偏 导数 ， 
所 以 
Bo ov 
ðxðy ðyðx 
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于 是 有 
Žu Žu. 231 
a "2 0 ( ) 
这 就 是 我 们 所 知道 的 拉 普 拉 斯 《Laplace) 方程 。 同 理 有 
Po Pe ' 
at" (2.3.1”) 


定义 2.3.1 凡 具 有 连续 二 阶 偏 导数 而 且 满 足 拉 普 拉 斯 方程 的 二 元 实 函数 ， 
称 为 调和 函数 (Harmonic Function) 。 

由 此 ， 我 们 证 明了 : 

定理 2.3.1 设 函 数 /(z) =u(x, y) +ie(z, y) ERR D 内 解析 ， 则 f(z) 
的 实 部 u(x, y) MERO, y) 都 是 区 域 D 内 的 调和 函数 。 

由 此 ， 一 个 解析 函数 的 实 部 和 虚 部 都 是 调和 函数 。 另 一 个 问题 是 : 设 实 函数 
ulz, y) 和 v(x, y) 都 是 区 域 D 内 的 调和 函数 ， 则 由 它们 组 成 的 函数 f(z) = 
u(x, y) +iv(x, y)fE D 内 解析 吗 ? 由 定理 2.2.2 可 以 猜想 , f(z) =u(x, y) + 
iv(x, ERR D 内 和 解析， u(x, y) 及 w(*，7) 还 必须 满足 C -R 条 件 。 为 此 ， 
我 们 先 定义 : 

定义 2.3.2 在 区 域 D 内 满足 CR 方程 的 两 个 调和 函数 u(x, y), v(x, y) 
tB, v(x, y) 称 为 u(x，y) BJ36 3863830888 (Conjugate Harmonic Function) 。 

下 面 我 们 讨论 如 何 由 一 对 共 辆 调和 函数 构造 一 个 解析 函数 。 假 设 D 是 一 个 
单 连通 区 域 ， 函 数 w(x*，y) 是 DD 内 的 调和 函数 ,因此 u(x, y) 在 D 内 有 二 阶 连 


misa, B Zur, = =0 即 - 83uw/3y, 9u/34 在 D 内 有 一 阶 连 续 偏 导数 ， 且 


日 -2&] ð ðu 
ðy >) ===)" 
由 高 等 数学 知 
Ou Ou 
-+ dy (3:25) 


是 某 一 函数 的 全 微分 ， 令 
-dr + dy = do(a, y) 
则 
v(x, y) = J ( - |a + dy +e (2.3.3) 
HF, (xo, yo) 是 D 内 的 定点 ，(x,y) 是 D 内 的 动 点 ,c 是 一 个 任意 常数 。 因 
D 是 单 连通 区 域 ， 故 积分 与 路 径 无关 。 
HR (2.3.3) 分 别 对 *，7y 求 偏 导数 ， 得 
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这 就 是 C - R 条件， 由 定理 2.2.1 知 f(z) =u(x, y) (或 虚 部 w(*，7y) ) ， 就 可 以 
求 出 它 的 虚 部 (z, y) (或 实 部 wx(x，7) ) 。 

综 上 所 述 ， 我 们 有 下 面 的 定理 及 推论 : 

定理 2.3.2 MERKS) =u(x, y) +iv(x, 7) 在 区 域 D 内 解析 的 充 要 条 件 
JE: 在 D 内, f(z) KERo, y) 是 实 部 u(x，y) KRANE 

推论 ”给 定单 连通 区 域 D 内 的 调和 函数 p(x*，y) ， 总 可 以 作出 一 族 解析 函 
数 ,使 其 实 部 (或 虚 部 ) Xol, y), 
这 族 解析 函数 中 的 任何 两 个 至 多 相差 一 
个 纯 虚数 (REH) 。 

从 几何 性 质 来 看 ， 一 对 共 瑟 调和 函 
数 有 一 个 很 大 的 特点 ， 这 就 是 他 们 的 等 
值 线 ( 见 图 2.3.1) u(x, y) =c, v(x, 
y) = c 在 其 公共 点 上 永远 是 相互 正 交 
的 。 事实 上 ,这 两 条 曲线 的 法 线 的 方向 


数 分 别 为 
(se ay). (a >) 
Əx' əy]' \ax’ Əy 
在 二 者 的 交点 上 我 们 有 


Gum ðu ðv du gu _ ðuðu 
Bx ax ay Əy Bx 5) ayax 一 
所 以 它们 相交 成 直角 。 
例 2.3.1 求 一 解析 函数 ， 使 其 实 部 为 x? -3xy。 
解 设 u(x,y) == -3xz2 ， 在 复 平面 内 任 一 点 上 有 
98.32 -37 ， 全 = -6xy; =67, Pu Gx 


ulz, y) 满足 方程 〈2.3.1) ， 从 而 是 调和 函数 ， 可 由 式 (2.3.3) RH v(x, 
7)。 由 于 积分 (2.3.3) 与 积分 路 径 无 关 ， 于 是 可 取 从 (xo, yo) 到 (z, yo) 
再 到 (z, y) 的 线段 作为 积分 路 径 ， 就 得 


o(s, y)= J’ 6xyodx £ f (32 -3% )dy +c = 32y -P +e 
zo 加 
Kh, c 为 一 个 实 常数 。 所 以 
f(z) =u(x, y) +iv(x, y) = (x+iy)? +ic =2 +ic 
在 复 变 函数 中 ， 处 理 上 述 问题 我 们 还 可 以 利用 C - R 方程 来 求解 。 例 如 : 
例 2.3.2 已 知 调和 函数 u(x, y)=*? -+ 区， 求 一 满足 条 件 /0) =0 的 解 


图 2.3.1 


WRAS) =u(x, y) +iv(x, y)o 
解 ”因为 gw/ax =2x +yY，au/ay = -2y +x， 由 方程 得 


D sty 


əy ðx 
于 是 


v= [G +y) dy=23y ++ +e (2) (2.3.4) 


a _ ðu 
XI S£ = Dy 得 
2y+9'(x) =2y -x 


BI g'(x) = -x， 所 以 ,p(x) = -42 +e, 由 式 (2.3.4) 得 


(z, y) =2ay +q -E +e 
根据 定理 2. 3. 2 作 函 数 
fa) = -p +ay+ [22 -da +e) 
RER 
Ka) = [8 +2isy + (iy)?] -Ea +22(iy) + (iy)?] +ie=(1 -站 > +ic 
由 条 件 f(0) =0, 48 c=0, WJ 
soli- 


为 所 求解 析 函 数 。 
例 2.3.3 求 一 解析 函数 ,使 其 虚 部 为 v=2x? -2y? +x。 
解 Pe 4 ao- a v e o 


可 知 这 个 函数 是 一 个 调和 函数 ， 可 以 作为 一 个 解析 函数 的 虚 部 。 
为 了 求 得 相应 的 wu， 应 有 


“uw 

xpi (2.3.5) 
9 9 NE 
并 = a= -4-1 (2.3.6) 


R (2.3.5) 两 边 对 * 积分 ， 得 
ulz, y) = | -4ydx = -4zy + p(y) 
其 中 p(y) 为 一 待定 的 函数 。 由 式 (2.3.6) 知 
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和 
a. =4&+e'(y) = =4s—1 
由 此 得 g'(y) = -1， 从 而 ，p(Y) = -y+c。 所 以 
u(x, y) = -4xy -y+c 
而 所 求 的 解析 函数 为 
w=u+iv= -4xy -y +c +i(2x? -2y +x) 
=2i(x? -y +2ixy) +i(x +iy) +c =2i? +iz+c 


2.4 复 初等 函数 


与 实 初等 函数 一 样 ， 复 初等 函数 也 是 最 简单 、 最 基本 而 常用 的 函数 类 。 本 节 
中 ,我 们 将 具体 地 讨论 几 个 复 初等 函数 以 及 它们 的 性 质 。 这 些 函 数 是 高 等 数学 中 
实 初等 函数 在 复数 域 中 的 自然 推广 。 


2.4.1 指数 函数 
定义 2.4.1 对 于 任何 复 变数 z=x+iy， 由 关系 式 


e = e* i” = e* (cosy + i siny) (2.4.1) 
所 确定 的 函数 称 为 复 指数 函数 ， 记 为 e ， 也 记 作 expz。 

由 定义 立刻 看 出 e° 的 模 是 e*， 而 y 是 er 的 一 个 辐 角 。 因 为 |e:| =e >0， 所 
Bero, H: 为 实数 时 ， 由 于 y =0，cosy +i siny =1， 所 以 定义 式 (2.4.1) 与 
实 指数 函数 相符 合 。 

指数 函数 具有 以 下 的 性 质 : 

(1) 对 于 任意 的 实数 y， 有 

e” = cosy +i siny 
AMARA (Euler) 公式 。 
(2) 指数 的 加 法 公式 
eta = ezl .en 
证 
Een =e”! (cos y, +i siny; )e™( cosy, +i siny, ) 
=e%+t%[cos(yi +yz) +i sin(y; +y2)] =e#*5 

(3) w= 是 以 2kmi(k= +1，+2，…) 为 周期 的 周期 函数 ， 如 图 2.4. 1 所 
示 。 

EXE, Fe" = cos2km +i sin2km =1， 故 er+2tmi = er . em =er， 所 以 er 
具有 虚 的 周期 krio 

(4) 函数 e: 当 zw 时 没有 极限 。 
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图 2.4.1 


事实 上 ， 当 = 沿 实 轴 正 向 趋 于 时 ， 有 lim e' = lim eë = +o; 
z=x>0 
当 = 沿 实 轴 负 向 趋 于 co 时， 有 lim e= lim e =0。 
z=x<0 

(5) e' 是 复 平面 内 的 解析 函数 ， 且 (e)' =e*。 这 可 由 例 2. 2.3 知 。 
例 2.4.1 HA et 
解 ”根据 指数 函数 的 定义 

eti = [ee +i sn 3] =e" 4%) -+ 名 > 
例 2.4.2 在 电路 分 析 中 ， 常 用 复 指数 来 描述 。 例如， 对 于 正弦 电流 i = 


Y2cos( wt +9) 常 表示 为 ;= Re[V5yewieiw]。 其 中 ，eir, 是 以 正 豆 量 的 有 效 值 为 模 ， 
以 初 相 为 辐 角 的 一 个 复 常数 ， 电 路 分 析 中 称 其 为 正弦 量 的 相 量 .e 


2.4.2 对 数 函 数 


与 实 变量 函数 一 样 ， 对 数 函数 是 作为 指数 函数 的 反 函 数 来 给 出 的 。 
定义 2.4.2 对 于 z 尖 0， 满 足 方程 z=e” 的 函数 则 把 o = (z) ， 叫 做 复 变量 > 


的 对 数 函 数 ， 记 作 Lnz， 即 w = Lnz。 


根据 这 个 定义 ，Lnz 的 实 部 和 虚 部 可 以 用 z 的 模 和 辐 角 表 示 。 令 z = re”, 


w=u+iv, 则 e***=ere* =re3， 所 以 , u =lnr, v=0+2km (k HEREN). 


w = Lnz =lnr +i(0 +2km) =In|z| +i Argz (2.4.2) 
由 于 Argz 为 多 值 函 数 ， 所 以 对 数 函数 o = Lnz 是 多 值 函 数 ， 且 每 两 个 值 相差 


O 在 工程 中 , 由 于 “i” 经 常用 来 表示 电流 ， 所 以 虚 单位 经 常用 “j” 表 示 。 
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2mi 的 整数 倍 。 如 果 规 定 上 式 中 的 Argz 取 主 值 argz， 那 么 Lnz 为 一 单 值 函数 ， 记 
作 lnz， 称 为 Lnz 的 主 值 。 这 样 ， 我 们 就 有 
lnz =ln|z| +i argz 
而 其 他 各 分 支 可 由 
Lnz =lnz +2kmi (k=0, +1, +2, =) (2.4.3) 

表达 。 对 于 每 一 个 固定 的 上 ， 式 (2.4.3) 为 一 单 值 函 数 ， 称 为 Lnz 的 一 个 分 支 。 
特别 地 ， 当 z=x >0 时 ，Lnz 的 主 值 nz = Inx， 就 是 实 变 数 对 数 函数 。 

例 2.4.3 求 La2，Ln( -1) 以 及 与 它们 相应 的 主 值 。 

解 因为 Ln2 =ln2 +2kmi， 故 它 的 主 值 就 是 In2。 

In(-1)=il+iArg(-1)=(2k+1l)mi(k 为 整数 )， 故 它 的 主 值 是 
In( -1) =mio 

此 例 说 明 ， 复 对 数 是 实 对 数 在 复数 范围 内 的 推广 : 在 实数 范围 内 “负数 无 
对 数 ”的 说 法 ， 在 复数 范围 内 不 成 立 。 但 可 说 成 “负数 无 实 对 数 ， 且 正 实数 的 


对 数 也 有 无 穷 多 值 ”。 
例 2.4.4 求 Ini,，Ln i 及 Ln(3+4i) 的 值 。 
解 Ini=In|i| + is $i 


1 +4k 


Ln i= Zi +2kmi = Í > mi (k=0, £1, +2, =) 
Ln(3 +4i) =ln5 +iaretan 4 +2kwi (k=0, +1, +2, <.) 


š 
对 数 函数 Lnz 有 如 下 的 性 质 : 
(1) 运算 法 则 
Ln(ziz2) = Lnzl + Lnz; 
| 
om 
要 注意 的 是 ， 上 述 两 式 在 “集合 相等 ”的 意义 下 成 立 。 还 应 注意 的 是 等 式 
Ln =nLnz 与 In =u 
不 再 成 立 ， 其 中 为 大 于 1 的 正 整数 。 


(2) Inz 的 主 值 nz =In|z| +i arge 在 复 平面 上 除去 z=0 和 负 半 实 轴 的 单 连 
通 区 域 {|z| >0，- 立 <argz<T]} 内 解析 ， 且 


(na)' = 二 


事实 上 ， 在 区 域 {|z| >20，-n<argz<"7]} 内 ， 任 给 一 点 z， 由 于 w = lnz 的 反 
函数 :=e” 是 单 值 的 ， 且 有 (e”)' =e" ， 则 由 反 函 数 的 求 导 法 则 得 
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由 于 z 的 任意 性 ， 所 以 在 {1z| >0，- mn<arg z<m} 内 ，w = lnz 解析 。 又 由 
于 Inz=lnz+2kmi (kt 为 任意 整数 ) ， 因 此 Lnz 的 各 分 支 在 除去 原点 及 负 实 轴 的 平 
面 内 也 解析 ， 并 且 有 相同 的 导数 值 。 


2.4.3 FKH 


定义 2 4 3 对 于 任意 复数 a， 当 :0， 函 数 
Q = z“ =e (2.4.4) 
称 为 = 的 w KRE, HEME: "o 为 正 实数 且 z=0 时 ,ze =0。 
HFL EARM, A ELAR HR 〈2.4.3) ， 可 将 式 
(2.4.4) 中 Lnz 用 其 主 值 nz 来 表示 
w =z% = e° = es[nlz|l+i(argr+2km)] — |z|seiaarm + aku (k=0, +1, +2, =) 
(2.4.5) 
下 面 讨论 式 (2.4.5) 中 o 为 整数 和 有 理 数 两 种 较 常见 的 特殊 情形 ; 
O) 当 w 为 整数 mn 时， 有 
w=2" = |z|"einarm tinka = |; |n ginar 
KAWRAE0UNGREK. JAY Et tsk. JULMER XS, Bo = H z 
平面 上 的 角形 区 域 0 < argz < OS TRNA o 平面 上 的 角形 区 域 0 < arge <ng， 如 


图 2.4.2 所 示 。 


y v 


G 
=} 


当 a IMER -n 时， 有 


当 a 为 零 时 ， 有 


和 


(2) 当 a 为 有 理 数 p/g (p 与 9 为 互 质 的 整数 ，g >0) 
= |z| eiet (k=0, 1, =, p-1) 


这 是 一 个 p 值 函 数 ， 即 =z 有 p 个 不 同 的 分 支 。 它 的 各 个 分 支 在 除去 原点 及 负 
实 轴 的 平面 内 解析 ， EE Aat, 
(3) 当 a 为 无 理 数 或 复数 (Imaz0) Bf, BQ ze 有 无 穷 多 值 ， 如 下 例 所 示 ; 
例 2.4.5 求 15 及 i 的 所 有 值 。 


E 由 定义 
12 =e tin) ~ ofits = cos(2 /2km) +i sin(2 /2km) (k=0, +1, +2, =) 
ji =e MMi ~ oilln|iltiagitihn) = ei( 刘 +ikm) = ç (F +2ke) (k=0, +1, +2, =) 


我 们 看 到 15 的 主 值 是 1，ii 是 正 实数 ， 它 的 主 值 是 e-。 
由 于 对 数 函 数 Lnz 的 各 个 分 支 在 除去 原点 与 负 实 轴 的 复 平面 内 是 解析 的 ， 因 
而 不 难看 出 等 函数 ze 的 各 个 分 支 在 除去 原点 与 负 实 轴 的 复 平面 内 也 是 解析 的 。 


2.4.4 三 角 函 数 与 双 曲 函数 
由 欧 拉 公式 我 们 有 


e? = cosy +i siny, e “P” = cosy — i siny 
其 中 y 是 实数 。 将 上 两 式 相 加 、 相 减 分 别 得 到 
cosy = 二 (ev +e"), siny = 击 (e” e”) (2.4.6) 


这 给 出 了 实 变数 的 三 角 函 数 与 复 变 数 的 指数 函数 之 间 的 关系 。 现 把 式 (2.4.6) 
中 的 实 变量 推广 到 复 变量 *， 由 复 指数 函数 的 性 质 知道 ， 函 数 
T (e te 5) 和 十 (e* e7) 
在 整个 复 平面 内 处 处 有 定义 ， 且 保持 实 变数 的 余弦 函数 和 正弦 函数 的 若干 特征 ， 
例如 可 导 性 和 周期 性 。 特 别 当 复数 z 为 实数 x 时， 式 (2.4.6) 的 两 个 函数 正 是 
实 变量 余弦 函数 和 正弦 函数 。 自 然 地 ， 我 们 给 出 如 下 定义 : 
定义 2.4.4 对 于 任意 复数 z=x+ 这 ， 函 数 


e-e Le +e 


sinz = 


分 别称 为 复 变量 z 的 正弦 画 数 和 余弦 画 数 。 
显然 ，sinz 是 奇 函数 ，cosz 是 偶 函 数 ， 且 这 两 个 函数 都 是 以 2r 为 周期 的 函 
数 ， 即 
cos(z+2T) =cosz sin(z+2T) =sinz 


普通 的 三 角 函 数 关系 式 现在 仍然 成 立 ， 这 可 以 直接 从 定义 出 发 来 加 以 证 明 。 例 如 
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Saem (tety _ e +2+e Ys -24e 1 


cos?z + sin2z = ( 


2i 4 4 
£ F e" -e` ente-in enipe" e-e- 
sinz, cosz, + cosz sinz} = 7i $ 2 + 2 . 2i 
inta) e-i +n) 
= =sin(z +z) 


类 似 地 ， 可 以 验证 对 于 实 变数 三 角 函 数 成 立 的 通常 恒等式 ， 在 复 变数 的 情形 
都 成 立 。 但 必须 注意 ， 在 复 变 数 的 情形 ， 不 等 式 |cosz|<1 和 |sinz| <1 不 再 成 
立 ， 而 且 sinz 与 cos 都 是 无 界 的 。 例 如 ， 当 y 为 实数 时 ， 有 

lim eos(iy) = lim 工 (e-y7+ey) = +% 
re rre 2 

余弦 函数 与 正弦 函数 在 复 平面 上 均 为 解析 函数 ， 且 
(si = [° — 
由 于 z 为 复 平面 内 的 任 一 点 ， 因 而 sinz 在 复 平面 内 处 处 解析 。 同 理 ，cosz 也 在 复 
平面 内 处 处 解析 且 (cosz)' = - sinz。 

例 2.4.6 求解 方程 sinz =0 与 cosz =0。 

解 方程 sinz=0 相当 于 

e =e" 或 om-l 

令 z=x+iy, WA At =1, Ree =1。 因 此 e-2 =1，2x =2km( 丰 = 
0，+ 上 1，+ 上 2，…)。 从 而 y=0，x = kmr， 故 这 个 方程 的 根 是 z=kr(k=0，+ 上 1， 
E2, 站 

再 由 cosz =sin(z2+ 2), 显然 方程 cosz = 0 的 根 是 z= +kr(k=0, +1, 
土 2，…)。 


引进 了 函数 sinz 及 cosz 的 定义 后 ， 我 们 就 可 以 定义 并 且 研 究 其 他 复 变 三 角 
函数 ， 如 


) = 去 [exi-e-e( =] = 二 (er +e-Ë) = 二 (ww +e-a) = cosz 


wnan, oors, secr =} , ars 
cosz sinz COSZ sinz 
它们 分 别称 为 复 变量 z 的 正切 、 余 切 、 正 割 及 余 割 函数 。 这 四 个 函数 都 在 z 平面 
上 分 母 不 为 零 的 点 处 解析 ， 且 


(tanz)’ =sec?z, (cotz)” = ~csc?z, (secz)’ =secztanz, (cscz) = — csczcotz 


正切 和 余 切 的 基本 周期 为 r*， 正 割 及 余 抽 的 基本 周期 为 2r。 例 如 ， 就 函数 lanz 
来 说 ， 它 在 zz (n+ 到]r(n = 0，+1，+2，…) 的 各 点 处 解析 ， 且 有 tan(z+ 
T) =tanz， 因 为 
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并 分 别称 为 z HIRAEZ, MARZ. MHEN, MARIEK. HF e 及 e- 
名 以 2mi 为 基本 周期 故 双 曲 正弦 及 双 曲 余弦 函数 也 以 2mi 为 基本 周期 。chz 为 
偶 函 数 ，shz 为 奇 函 数 ， 而 且 它 们 都 是 复 平面 内 的 解析 函数 ， 导 数 分 别 为 
(chz)' = shz，(shz)' = chz 
而 其 他 双 曲 函数 都 在 分 母 不 为 零 的 点 处 解析 。 
根据 定义 ， 不 难 证 明 以 下 等 式 
ch2z - sh2z = 1 
sh(z; +z2) = shz; chz + chz; shz, 
ch(z1 +z2) = chzlchzy + shz; shz3 
chz = cos iz; shz= -isin iz; sinz = —i sh iz; cosz =ch iz 
245 反 三 角 函 数 与 反 双 曲 函数 
三 角 函 数 和 双 曲 函数 都 可 以 用 指数 函数 表示 ; 因为 对 数 函数 是 指数 函数 的 反 
函数 ， 所 以 反 三 角 函 数 和 反 双 曲 函 数 也 都 可 以 用 对 数 函 数 表 示 。 我 们 以 余弦 函数 
为 例 。 
如 果 cosw =z， 则 o 叫做 复 变量 z 的 反 余弦 函数 ， 记 为 w = Arccosz。 由 
z=cos0 = (e° +e) 
得 到 e* 的 二 次 方程 
e? —2ze® +1 =0 
其 根 为 
ei =z+ y? -1 
其 中 ，YZZ -1 应 理解 为 双 值 函数 。 因 此 ， 两 端 取 对 数 ， 得 
w=Arccosz = —i Ln(z + V7 -1) 
ER, Arcos 是 一 个 多 值 函 数 。 
用 同样 的 方法 可 以 确定 反正 弦 函 数 和 反正 切 函数 等 ， 并 且 重 复 上 述 步 又 。 可 
以 得 到 他 们 的 表达 式 
Arcsinz = — i Ln(iz + V1 - Z) 
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E aw: 用 与 推导 反 三 角 孙 数 表 达 式 完全 类 亿 
的 步 又 ， 可 以 得 到 各 反 双 曲 函 数 的 表达 式 : 


i+z 
-z 


反 双 曲 正 弦 Arshz = Ln(z + VZ +1) 
反 双 曲 余弦 Archz = Bi JZ -1) 
反 双 曲 正切 Arhz =L 1t 
它们 都 是 多 值 函 数 。 
例 2.4.7 R Arcsin2 的 值 。 
解 根据 定义 ， 有 
Arcsin2 = ~i Ln(2i+iv3) = -i Ln[ (2 +./3)i] 


= -i [he5 + ti] = In(2+3) (k=0, +1, +2, J) 


第 2 章 小 结 


一 、 导 学 

解析 函数 是 复 变 函数 的 主要 研究 对 象 。 一 个 复 变量 函数 /(z) =u(x, y) + 
iv(%, y) 的 极限 、 连 续 性 和 导数 的 定义 与 高 等 数学 中 相应 的 定义 表面 上 看 是 一 样 
的 ， 但 是 由 于 z 是 二 维 的 ， 所 以 实际 上 定义 中 的 条 件 得 到 了 加 强 。 特 别 当 Az 一 0 


mt, RM lim AAAA) 人) 的 存在 北 涵 着 西数 u(x，y) ola, y) 之 间 一 个 很 


重要 的 关系 ， 即 柯 西 - 黎 曼 方程 。 若 函数 妃 z) 在 一 个 区 域 D 内 可 微 ， 则 称 它 在 
区 域 已 内 解析 。 一 个 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 都 是 调和 函数 ， 即 它们 满足 拉 普 拉 
斯 方程 ， 并 且 它们 的 二 阶 偏 导数 都 是 连续 的 。 在 一 个 区 域 D 内 给 定 一 个 调和 函 
数 x(*，y) ， 可 以 构造 另 一 个 调和 函数 "(x，y) ,使 得 f(z) =u(z, y) +iv(x, y) 
在 这 区 域 D 内 解析 ; 这 样 的 函数 (x, y) PA ula, y) ARRAREN. 

学 习 本 章 的 基本 要 求 如 下 : 

(1) 正确 理解 复 变 函数 的 导数 与 解析 函数 等 基本 概念 ， 熟 练 掌握 判断 复 变 
函数 可 导 与 解析 的 方法 ， 掌 握 解析 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 ， 复 合 函数 以 及 反 函 数 
的 求 导 公式 。 

(2) 了 解 调和 (HWA) 函数 的 性 质 ， 掌 握 利 用 共 雹 调和 函数 构造 解析 
函数 的 方法 。 

(3) 熟悉 复 变量 初等 函数 的 定义 和 主要 性 质 ， 特 别 要 注意 那些 实 初 等 函数 
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和 a 


所 不 具有 的 性 质 ， 掌 握 复 初等 函数 的 运算 。 

二 、 内 容 提 要 

1. 基本 概念 

(1) 《可 导 性 ) W (z) 为 定义 在 区 域 卫 内 的 复 变 函数 ， 如 果 极 限 

lim A pf) -f(a) 

sÂ? my 2-20 
存在 有 限 的 极限 值 ， 就 说 成 z) 在 点 zo bF, HARRA f(z) TER zo 处 的 
导数 。 

(2) (解析 性 ) 如 果 函 数 拟 z) 在 点 zo 及 zo 的 某 个 邻 域内 处 处 可 导 ， 那 么 称 
S) 在 zo AR WRA) EKR D 每 一 点 解析 ， 那么 称 f(z) 在 D 内 解析 ， 
或 称 f(z) 是 D 内 的 一 个 解析 函数 。 如 果 函 数 儿 z) 在 zo 点 处 不 解析 ， 则 zo 叫做 
Ka) 的 奇 点 。 


O) (调和 函数 ) 凡 具 有 连续 二 阶 偏 导数 而 且 满足 拉 普 拉 斯 方程 + = 
0 的 二 元 实 函数 ， 称 为 调和 函数 。 在 区 域 也 内 满足 C -方程 的 两 个 调和 函数 
u(x, y), v(z, y) 中 , v(x, y) RA ulz, y) 的 共 纯 调和 函数 。 

2. 基本 定理 

(1) (可 导 性 与 解析 性 的 判定 ) 设 /(z) =u(x, y) +io(x, y) 是 区 域 D 上 的 复 
变 函 数 ， 则 在 刀 内 -- 点 z =x +i EA) 可 导 的 充分 必要 条 件 是 u(x，y) 和 


a(x，y) 在 此 点 z=x tiy 可 微 ， 而 且 满足 C - R YR, U e gg 


7 (2) = 吕 +i 器。 此 时 ， 函 数 /(z) 在 其 定义 的 区 域 D 内 解析 的 充 要 条 件 是 


ulz, y) olx, y) 在 D 内 任 一 点 z=x+iy 可 微 ,而 且 满 足 C ~R 方程 。 

(2) 《解析 函数 与 调和 函数 的 关系 ) WERS) =ulx, y) +iv(%, y) 在 区 域 
D RREH, WAC) HRR ul, y) MER, y) 都 是 区 域 D 内 的 调和 函数 ， 
B./(z) EKR D 内 解析 的 充 要 条 件 是 在 D 内 , f(z) HER, y) 是 实 部 
w(x，7) 的 共 固 调和 函数 。 

(3) (初等 函数 的 解析 性 ) 

1) 指数 函数 er 是 复 平面 内 的 解析 函数 ， 且 (e)" =e, 

2) IRER Lnz 的 各 个 分 支 在 复 平面 上 除去 z=0 和 负 半 实 轴 的 单 连通 区 域 
{1z| >0，-m<argz<m} 内 解析 ， 且 有 相同 的 导数 值 (Lnz)' = 1/z。 

3) FRR 的 各 个 分 支 在 除去 原点 与 负 实 轴 的 复 平面 内 是 解析 的 。 

4) sinz，cosz 在 复 平面 内 处 处 解析 。 

3. 常用 公式 
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(1) w=Lnz=lnr+i(g+2kmr) =In|z| +i Argz(k=0, +1, +2, *)o 


(2) w =z = = esfnlzlti(eet2tm] = |z|*eiawm+ietr (k=0, +1, +2, 
EAr 
"es ee +e”¥ 
(3) sinz= z ° cosz=— o 
g-e _e'+e"* 
(4) se = a| =e— 


三 、 疑 难 解析 

1. 利用 定理 2.2.2 判断 一 个 复 变 量 函 数 在 一 点 可 导 或 解析 时 一 定 要 注意 定 
理 中 的 两 个 条 件 缺 一 不 可 ， 仅 有 ulz, y), olz, y) 可 微 或 仅 有 柯 西 - 黎 曼 方程 
成 立 都 不 能 推出 函数 解析 的 结论 。 

例如 ， 函 数 /(z) =z=x -iy， 其 实 部 与 虚 部 均 可 微 ， 但 它 在 整个 复 平面 上 不 
满足 柯 西 - 黎 曼 方程 ， 所 以 它 在 整个 复 平面 上 处 处 不 可 导 ， 处 处 不 解析 。 


xi, RAA) = 和 + 和 (x0), 10) =0, 在 原点 满足 柯 西 - % 
ANM, wat, a—nananiax, w 
x-0 


z-0 ĝu y; ayt 1 š ga 
am = 0 i pa) `a sia 0 ak slim 1 o= 


但 是 ，lim BELO Y y =0 趋 于 原点 时 的 极限 为 1 +i， 沿 y =x 趋 于 原点 时 的 


BRA, BSO) 在 原点 不 可 导 ， 不 解析 。 


2. 复 变量 函数 在 一 个 点 解析 ， 不 仅 要 求 函 数 在 该 点 可 导 ， 而 且 要 求 函数 在 
该 点 的 某 一 个 邻 域内 处 处 可 导 。 有 时 ， 一 个 复 变量 函数 即使 在 一 条 曲线 (直线 ) 
上 可 导 ， 也 不 能 判定 该 函数 是 否 解析 。 例 如 ， 函 数 f(z).= (x? ~ -x) +i(2xy - 
刀 ) ， 其 四 个 偏 导数 

u,=2x-1, u,= -2y, v, =2y, v, =2x -2y 
在 复 平面 上 处 处 存在 且 连 续 , 但 仅 当 y=1/2 时 ， 柯 西 - 黎 曼 方程 成 立 ， 故 f(z) 
在 直线 y=1/2 上 可 导 , 但 由 于 它 在 复 平面 上 其 他 点 处 不 可 导 ， 所 以 它 在 复 平面 
上 处 处 不 解析 即使 在 直线 y =1/2 上 也 是 处 处 不 解析 ) 。 

3. 复 指数 函数 e 何 时 为 实数 ? 

答 由 于 er =er(cosy +i siny), MAR e HKA, RERE siny = 0， 
也 即 只 要 siny =0=y=kr(k=0, +1, +2, --), CREMA z 在 实 轴 上 或 在 实 
轴 上 下 每 相距 为 = 的 直线 上 时 ，e’ 为 实数 。 

4. 复 指数 函数 e° 是 以 2kmi 为 周期 的 周期 函数 。 这 一 性 质 是 实 指数 函数 所 没 
有 的 。 
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5. 复 三 角 函 数 cosz，sinz 的 模 可 能 大 于 1， 甚 至 是 无 界 的 。 

6. 能 否 用 函数 (x, y) = 作为 实 部 做 一 个 解析 函数 ? 

答 不 能 。 因 为 w =, u. =0，u =2xy, ux =2x， 故 当 x 天 0 BF, u(x, 
y) =a 不 是 一 个 调和 函数 。 虽 然 其 在 直线 * =0 上 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 但 直线 
不 是 区 域 。 因 此 ， 在 复 平面 的 任何 区 域内 ， 函 数 u(x, y) = zy 都 不 能 成 为 一 个 解 
析 函 数 的 实 部 。 

7. 在 复数 运算 中 ， 一 定 要 注意 一 些 在 实数 范围 内 的 运算 公式 不 一 定 成 立 。 
例如 ，in(za22) #]nz; + lnzz; In? 2]nz 等 。 事实 上 ， 对 任何 非 零 复数 z, 72 

In(z1z2) =lnzl +Inz, +2kmi (k=0, +1) 


因为 ， 当 Rez, >0，Rez >0 f}, z, > 的 辐 角 都 在 - 子 与 也 之 间 ， 从 而 


In(z122) = nz; +lnz +2kmi(k =0) 
M Rez, >0 或 Rez, >0 时， 


argzl + argz2 ， |argn + arga | <m 
argzl + argz2 土 2Tr ,| argzl + argzz | > 
从 而 1n|zz | =ln|z | +In|z | 

In(z2) =lnzl +lnz +2kmi(k=0, +1) 


arg(z122) -{ 


四 、 杂 例 

例 2.1 判断 下 列 命题 的 真 假 ， 并 说 明理 由 。 

A) f'l) TE, WERA) 在 ao 点 解析 ; 

(2) Eo 是 函数 成 z) 的 奇 点 ， 则 f(z) 在 zo 点 不 可 导 ; 

(3) 车 w(x, y) Mole, y) 的 偏 导 数 存 在 ， A =u(x, y) +iv(x, 
7) 可 导 。 

解 都 是 假 命题 。(1) 例如 函数 /(z) -lP tno ATS, 但 不 解析 。 

(2) zo =0 HERS) = |z|? 的 奇 点 ， 但 它 在 该 点 可 导 。 

(3) BW, u(x, y) ==, v(x, y) =xy 的 偏 导数 存在 且 连 续 , 但 f(z) =u + 
iv 在 整个 复 平面 上 除去 原点 外 不 可 导 。 

例 2.2 证 明 : Ini? 21i, 

证 In =In( -1)=(2k+1)mi, 21i=2(z/2+2km)i=(4k+1)wi, 
所 以 ，Ini? <21i; 

例 2.3 (1) HERRN) == +i (1 -y)° 的 解析 性 ; 

(2) BAG) =m? +nay +i +ioy2 ) 为 解析 函数 ， 确 定 7，m，m 的 值 。 

解 (1) “= 和 ,=(1-7)3， 所 以 ， 


3-3, Zo, 2.0, 2-3- x) 
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这 四 个 偏 导数 连续 (Bu, v 可 微 ) C -R 3YËEfEz=0, y=1 时 成 立即 f(z) 在 
z = ij 处 可 导 ， 在 全 平面 上 不 解析 。 
(2) u=my +ny, v=x +I? W) 


e; av w 
Si =2nay, 32 dU =3my2 +n, a| 3 ti, ay 2Ixy 


因为 1(z) 为 解析 函数 ， 所 以 ，2nxy =2lxy; 3m? +nx? = — (3⁄2 +l), Mm = 
1, I=n= -3。 
例 2.4 计算 (1) In( -3-4i); (2) (l-i), 
f (1) Ln( -3-4i) =ln 5 +i(arctar4/3 -T+2km) 
=ln5 +i[ arctan4/3 + (2k -1)m]; 
(2)(1 =i)! =e4i M-i) = e4i(lm5+ 于 +2km + i) ae-( 由 +1)rezh2 。 
例 2.5 证 明 洛 比 达 法 则 : RRS) gl) 在 点 z 解析 , H f(zo) = 
im L S'o) 
(z) =0, g'(zo) #0, 则 lim LES = za? 
flz) -f(zo) 
(G) Z- a (zo) " 
证 An.) Sm gG) CG) O 结论 成 立 。 
2 一 20 
例 2.6 证 明 极 坐标 形式 的 柯 西 - 黎 曼 方程 为 
ðu læ w__l1ou 
ar rað’ ðr rab 
证 < =rcos0, y=rsin0, f(z) =u(x, y) +iw(x, y), x 


ðu _ ðu ðx _ ðu ðy_ du du wv ng ou 
ar T ax ar + Əy ör = eos0 gx +sing 8y， 各 =oosg 95 x + in 8 
ðu _ðu ðx Əu Ə9y _ ingu ðu ó _ _ ðv ðv 
Ə0 ax Ə0 ay 307 rsing ax +reosg 8y， 307 rsing 3 t7000 S 
利用 C -及 公式 站 = s. = -总 ， 比 较 上 面 的 4 个 式 子 ， 可 得 上 面 的 极 坐标 形 
式 的 柯 西 - 黎 曼 方程 。 


例 2.7 证 明 , 若 " 是 zx 在 了 内 的 共 罗 调 和 函数 ， 则 "在 了 内 的 共 罗 调 和 函 
HE -uo 


ðu_ ðv ðu 
证 因 v 是 w 在 D 0938398 0883, 则 3 =ay， žag, 所 以 总 = 


=- h-u o tE D 内 的 共 思 调和 机 数 。 
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和 oem 


1. 复 变 函 数 f(z) 在 点 aa 处 “可 导 ” 与 “解析 ”有 什么 不 同 ? 在 一 个 区 域 呢 ? 

2. 能 否 说 “ 实 部 与 虚 部 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 的 复 变 函数 是 解析 函数 "? 

3. AR ula, y) Eol, y) 03696 0830583, WA vlr, y) 是 不 是 
u(z, y)B036590 8305838? 

4. 复 初等 函数 与 实 初等 函数 的 性 质 有 哪些 不 同 ? 


习题 二 
A 类 
1. 下 列 函 数 何 处 可 导 ? 何 处 解析 ? 
(1) f(z) = -iys (2) Ka) == — iy; 
(3) f(z) == -392 +i(32y— y); (4) fz) = -+ i 
(5) f(z) =Imz。 
2. 试 确定 下 列 函 数 的 解析 区 域 和 奇 点 ， 并 求 出 导数 。 
O) Ka) =(z-1)2(2 +3); (2) Ka) = 
1 2z+1 
(3) f(z) =F’ (3) f2) = 3H, 
3, 试 证 下 列 函 数 在 复 平面 上 任何 点 都 不 解析 。 
(1) Ka) =x +2yi; (2) Ka) ==+y; 
(3) K2) =Rez; (4) fu) = 


4. 3⁄8 f(z) HE zo 点 解析 ; 试 证 /(z) 在 zo 点 连续 。 
5. 判断 下 述 命题 的 真 假 ， 并 举例 说 明 。 

(1) 如 果 F Co) FE, 那么 f(z) HE z R 

(2) WRA) Er RER, WA S'o) 存在 ; 

(3) 实 部 与 虚 部 满足 柯 西 - S 5 y PE E RBE EG 

(4) 实 部 与 虚 部 均 为 区 域 D 内 的 调和 函数 的 复 变 函数 是 D 内 的 解析 函数 。 
6 证 明 : 如 果 函 数 扩 z) =u +i EKR D 内 解析 ， 并 满足 下 列 条 件 之 一 、 那 么 及 z) 是 常数 。 
(1) KOHE D 内 解析 ; (2) argf(z) 在 D 内 是 一 个 常数 ; 

(3) au+bp=c， 其 中 a， 4。 与 c 为 不 全 为 零 的 实 常数 ; 

(4) e=, 

7. 验证 下 列 函 数 是 调和 函数 ， 并 求 出 相应 的 解析 函数 w =f(z) =u+iv。 
(1) v=2xy +3x; (2) u=e*(zcosy —ysiny), f(0) =0; 
(3) u=(z-y) (4 +4ay+); (4) u=2(2-1)y, f(0) = -io 


8 ER us -六 和 ?= 五 + 广 都 是 调和 函数 ， 但 上 +ip 不 是 解析 函数 。 
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mearan 


9 MRA) u tio Er NREM, E: [E + 5] 1 P=4 ro P, 

10. 证 明 下 列 函 数 是 整 函数 〈 即 在 全 平面 上 解析 的 函数 ) 。 

(D a) =3z+y+i(3y -ai (2) Aa) = (2 -2)e"*"r, 

1L 着 函数 /(z) ，g(:) ER, EC) =a(2) =0, (za) 0， 证 明 : 
lim £2 _f (8) 


m B(z) 8'(z0) 


12. 证 明 : 
(1) cos(z; +z,) = cosz;cosz, - sinz; sinz ; 
(2) sin(zl +z,) = sinz; cosz, + coszisinz,; 


(3) sin?z + cos?z = (4)sin2z =2sinzcosz; 4 
__2tanz 
人 a 
13, 化 简 : 
(1) e!*™ + cosi; (2) h Fi; (3) cos(iln5), 


14. R La(-i), La( -3+4i) 和 它们 的 主 值 。 
15. 求 值 : (1) el, (2 (1+i)'; (3) 3, 
16. 解 方程 Inz =2-i(m6)。 
B 类 - 
17. 决定 实 常数 上 使 得 下 列 函数 解析 。 


D AD HET -1 (2) f(z) =e" (cos ky +i sin ky) o 


18. 设 z=res， 试 证 : 
Re[In(z-1)] =--h(1 + —2reos0) 


In| ++ 
19. B 81 /(z) = m 
sin( =g e) 
20. 2583 f(z) ELE z 平 面 内 解析 , 试 证 f(2) 函数 在 下 半 :平面 内 解析 。 
21. 下 列 关系 是 否 正确 ?  “ 
(De=e; (2)ooz=ooszl (3)ainz=sinz, 
22. 找 出 下 列 方程 的 全 部 解 。 
(1)1 +e =0; (2)sinz + cosz =0; (3)sinz =ch4。 
23. 用 复数 的 指数 式 表示 下 列 各 式 。 


(DD) ls+ivi|=6; (2)argz= 工 。 


24. 试 证 :对 任意 的 复数 :及 整数 mm 有 (e*)"=e™。 
25. 设 :=x+iy, 试 求 


(Dai (2) le? l; (3)Re(e)*。 


， 求 |f'(1-i) tay (1s 


=° 


第 3 章 
复 变 函数 的 积分 


复 变 函 数 的 积分 (简称 复 积分 ) 是 研究 解析 函数 的 一 个 重要 工具 ， 
在 工程 技术 中 有 广泛 的 应 用 。 在 这 一 章 叶 ， 我 们 将 介绍 复 积分 的 概念 、 
性 质 和 计算 方法 ， 重 点 是 介绍 柯 西 积分 定理 与 柯 西 积分 公式 。 这 些 内 容 
是 经 典 复 变 函 数 的 主要 组 成 部 分 。 

在 本 章 的 学 习 中 ， 读 者 要 注意 联系 实 变量 二 元 函数 的 一 些 性 质 ， 如 
第 二 型 曲线 积分 、 全 微分 、 积 分 与 路 径 的 关系 、 格 林 公 式 等 ， 进 一 步 复 
司 有 关 高 等 雪 学 的 知识 ， 并 对 实 积分 与 复 积分 的 方法 作出 比较 ， 这 样 会 | 
更 好 地 掌握 复 积分 的 主要 方法 。 l 


31 复 积分 


3.1.1 有 向 曲线 


为 了 讨论 复 变 函 数 的 积分 ， 我 们 先 介绍 有 向 曲线 的 概念 。 如 果 一 条 光滑 或 分 段 
光滑 曲线 规定 了 其 始点 和 终点 ， 则 称 该 曲线 为 有 向 曲线 。 曲 线 的 方向 是 这 样 规定 的 : 

(1) 如 果 曲 线 C 是 一 开口 弧 眉 ， 端 旧 4 为 始点 ， 端 点 B 为 终点 ， 则 沿 曲线 
C 从 4 到 B 的 方向 为 曲线 的 正 向 ,， 记 为 C; 而 把 沿 曲线 C 从 B 到 4 的 方向 称 为 曲 
R CHRE, H C 

(2) 如 果 曲 线 C 是 一 简单 闭 曲线 ， 通 常规 定 沿 逆 时 针 的 方向 为 曲线 C 的 正 
向 ， 顺 时 针 为 曲线 C 的 负 向 ， 也 记 为 C”( 见 图 3. 1. 1)。 

(3) 如 果 曲 线 C 是 复 平面 上 某 一 复 连通 区 域 D 的 边界 曲线 ， 则 规定 ， 当 观 
察 者 沿 曲线 环行 时 ， 区 域 在 观察 者 的 左 方 ， 则 称 此 环行 方向 为 曲线 C 关于 区 域 D 
的 正 向 ， 相 反 为 负 向 。 因 此 ， 当 区 域 D 为 复 连通 区 域 时 ， 其 外 部 边界 部 分 曲线 
正 向 取 逆 时 针 方 向 ， 内 部 边界 部 分 曲线 正 向 取 顺 时 针 方 向 ( 见 图 3. 1.2)。 

(4) ERR C 的 方程 为 

Z =z(t) =x(t) +iy(t) (as<ti<B) 
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图 3.11 © 图 312 


其 中 , :为 实 参 数 ， 通 常规 定 :增加 的 方向 为 正方 向 ， 即 由 a =z(a) 到 b=z(pB) 的 
方向 为 正方 向 。 


3.1.2 复 积分 的 定义 


现在 我 们 来 定义 一 个 单 值 复 变 函 数 沿 一 曲线 的 积分 。 

定义 3.1.1 设 C 是 以 zo 为 始点 、z 为 终点 的 曲线 复 变 函 数 /(z) 在 C 上 
HEX, CERA zo 到 = 的 方向 依次 取 分 点 g z, 2, UU 5z, P, z 
=xk+iyk (=0，1，2，…，Pm)， 将 C 分 成 许多 小 弧 段 ， 在 各 小 弧 段 iz 上 
任 取 一 点 如 E tim ( 见 图 3.1.3) 并 做 出 
和 式 


S. = PAKO 


其 中 ，Az =z- trio $ 8 为 所 有 小 弧 段 的 
弧 长 的 最 大 值 ， 当 分 点 无 限 增多 而 5-0 时 ， 
如 果 不 论 对 C 的 分 法 及 5 的 取 法 如 何 ，Sn 


有 唯一 极限 ， 那 么 称 这 个 极限 值 为 函数 f(z) 图 3.1.3 
沿 曲线 C 的 积分 , E 
LAD = lim D /ALD An = lims, (3.1.1) 


如 果 C 为 闭 曲 线 ， 且 为 道 时 针 方向 ， 那 么 沿 此 闭 曲线 的 积分 可 记 作 $): ° 
例 3.1.1 设 C 是 以 z 为 始点 、z 为 终点 的 光滑 曲线 ， mía =z-z ° 


; a 
证 根据 积分 定义 [dz = lim 3 Az = lim (z, -aa) =z -z 
noe bal noa 


多 on 


由 此 ， 当 C 为 闭 曲线 时 , dz = 0 。 
下 面 给 出 复 积分 的 一 些 简单 性 质 ， 这 些 性 质 与 高 等 数学 中 定 积分 的 性 质 相 类 


m: 
(1) [raya =- fs) (3.1.2) 
其 中 ，C- 表示 与 C 方向 相反 的 曲线 。 
(2) [a+ [| aa = [oA (3.1.3) 
其 中 ，Ci 的 终点 与 C, 的 始点 重合 。 
(3) Ls)ar + [gG = [Lz) + ORL (3.1.4) 
(4) [kaya = kf fGa)as(k 3383690) (3.1.5) 
(5) 设 C 的 长 度 为 L, f(z) 在 C 上 可 积 , 且 |f(z)1<M,， W 


[Loa] s [laya > (3.1.6) 
证 显然 (1) ~ (4) 成 立 , EF (5), RWSA%3 
[EA -as X) as < mL 

取 极限 便 可 ， 其 中 As 表示 z Sa ZARIK. 
3.1.3 复 积分 的 存在 条 件 与 计算 

定理 3.1.1 设 f(z) =u(x, y) +ip(x， y) 是 C 上 的 连续 函数 ， 则 复 积分 
人 za) 岂 存在 , B 

[Ad = [uc 7) dx - (z, Ho ifolx, y)de + ux, y)dy 


(3.1.7) 
证 由 f(z) 的 连续 性 , 知 u(x, y), v(x, y) E C 上 的 二 元 实 连续 函数 。 
&*¿ =ë tin, ERR (3.1.1) 中 的 S, 可 以 写 为 


S, = Lt, M) + iv (és m) ](Axk + iAy,) 
[u(&, Mm) Axr - (£, ni)AY] + 
[s(&, m) Ax, +u(6,, m)Ay] 
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由 二 元 实 函数 曲线 积分 存在 的 条 件 知 式 (3. 1. 1) 存在 且 可 写作 
[aya = [u(z, 9a sx, y)dy + hoz, y) de + ula, y)dy 
由 此 ， 我 们 得 到 复 变 函 数 可 积 的 一 个 充分 条 件 ; H RBN) WA 
C 上 的 连续 函数 /(z) 在 C 上 可 积 ， 且 积分 可 通过 两 个 二 元 实 函数 的 线 积分 来 计 
算 。 
利用 式 (3.1.7) ， 可 以 把 复 积分 化 为 普通 的 定 积分 。 设 曲线 C 的 方程 是 以 


参数 形式 给 出 的 
x=a(t), y=y(t) 《astsb) 


即 
z=z(t)==(t) +iy(t) 
而 
z'(t) =x'(t) +iy'(t) (astsb) 
此 时 便 有 
[Kod = NEEG s YCE) Jæ (t) -a[x(2), yG) Jy’ (e) } dr + 
MEEO OORTE OHOO 
上 式 右 端 可 写成 
CEON OE [G yG) 112000) +iy C0) 14: 
y n 
= [ay Ida 
Bp 
[AD = [Aoroa (3.1.8) 
利用 这 个 公式 可 以 进行 积分 计算 。 


例 3.1.2 计算 积分 [Rezdz 。 其 中 , CE (1) 连接 0 到 1+1 MAAR 


(2) 从 0 到 1 的 直线 段 C 与 从 1 到 1 +i 的 直线 段 C? 所 连 成 的 折线 ; (3) 半圆 
|z|=1, 0<argz<m (始点 为 1) 。 
解 (1) C 的 参数 方程 可 以 写作 x=t, y=t (0<t<1)， 表 成 复数 形式 则 为 
z=(1+i)t,z(t) =l+i 
TA 
[Rea = a + ide = C1 + i) f ede KEDE” ; = 
(2) C, 的 参数 方程 可 以 写作 x=t, y=0 (0<t<1), 所 以 . 


wens 
人 eedz = 人 tdt = + 


C, 的 参数 方程 为 x=1, y=t, z=z(t) =1+i (0<t<1)， 所 以 
上 erdz = fia =i 
于 是 
Rezdz = 人 Rerdz 十 Red: = + +i 


由 此 例 可 以 看 出 : 尽管 两 条 路 线 始 点 、 终 点 相同 ， 但 积分 值 不 同 ， 也 就 是 
说 ， 复 积分 一 般 与 积分 路 径 有 关 。 
(3) C 的 参数 方程 可 以 写 为 z==e* (0<6<m)， 于 是 


Reza: = [cos - iedo = ela = iz 
例 3.1.3 ee il O a ss 


及 为 半径 的 圆周 ， 积 分 路 线 方向 取 逆 时 针 方向 。 
解 C 的 参数 方程 可 以 写作 z=a +Rei (0<9<27)， 这 时 , z'(9) = iRei。 


trär “ =Í eil1-noqg 


= [cos(n - 1)0 -isin(n - 1)0]d40 


== 
_ J2mi, n=1 
sl, n#l 


这 个 积分 值 与 R 和 a 无关。 这 是 一 个 很 重要 的 结论 ， 以 后 常 要 用 到 ， 希 望 读 者 
能 熟 记 。 
例 3.1.4 设 曲 线 C 是 单位 圆周 ， 证 明 
证 在 C 上 , |z|=1, 于 是 


[e] <26. 


sia |= e 让 lL Ea = ds < [Zas <2ne 
例 3.1.5 试 证 : limf, rito 
证 不 妨 设 r<1, 在 |z| =r 上 ， 
2mr4 r 一 0 
[faae |s f lzl=r lals1 r O 


所 以 ， 原 极限 式 成 立 。 
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3.2 柯 西 积分 定理 


3.2.1 单 连通 区 域 的 柯 西 积分 定理 


上 节 积 分 的 存在 及 计算 是 对 一 般 连 续 函 数 给 出 的 ， 而 且 积 分 一 般 与 路 径 有 
关 。 但 是 ， 它 对 于 解析 函数 却 有 非常 好 的 结果 ， 这 就 是 下 面 的 定理 : 

定理 3.2.1 ( 柯 西 积分 定理 ) WREAK) 在 单 连通 区 域 刀 内 解析 ， 则 
SVIE D 内 沿 任 一 条 简单 闲 曲 线 C 的 积分 


下 Ha)dz =0 (3.2.1) 


证 因为 Kz) 在 内 解析 ， 所 以 f"(z) 存在 。 我 们 再 进一步 假定 f"(z) 在 
C 上 及 其 内 部 D 内 连续 的 情形 下 证 明 这 一 定理 ， 一 般 情形 不 再 证 明 。 因 u(x, y) 
及 v(x，y) 的 一 阶 偏 导数 存在 旦 连续 ， 由 格林 公式 


$G): = fude - edy + ifvdx + udy = - Ji + Qe)dray + 过 党 -多 jdrdr 
(3.2.2) 
又 由 C -R 条 件 ， 则 得 
(MOLI =0 


š; (1) 上 面 我 们 “假定 f'(z) £ C 上 及 其 内 部 万 内 连续 "， 以 后 我 们 会 
EA, REARS) 在 D 内 解析 ， 则 f'(z) Ltk, Pfa) 的 连续 性 已 经 包 
含 在 定理 的 条 件 中 了 。 

(2) 以 上 的 论证 是 在 “DD 是 单 连通 区 域 ”条 件 下 证 明 的 ， 如 果品 不 是 单 连 
通 区 域 ， 则 结论 不 一 定 成 立 。 如 由 例 3. 1. 3， 积 分 


另 一 方面 定理 的 来 件 是 一 个 充分 素 件 ， 例 如 ， W313, BAÉ gè = 
0, 其 中 ，z =0 是 积分 区 域内 的 一 个 奇 点 。 
例 3.2.1 求 积分 下 sin(e)dz 。 其 中 ，C 是 单位 正方 形 。 
解 AREAS) =sin(e”2?) 在 C 上 及 其 内 部 解析 ， 由 柯 西 定理 有 
fsin(e)dz =0 
由 柯 西 积分 定理 出 发 ,我 们 有 


$p......... 


定理 3.2.2 Pf) 是 单 连通 区 域 D 内 的 一 个 解析 务 数 ， 则 f(z) 在 D 内 任 
意 逐 段 光滑 曲线 C 上 的 积分 与 路 径 无 关 ， 只 与 C 的 始点 与 终点 有 关 4” ` 

证 C, #l C, 是 在 D 内 任意 两 条 起 点 为 0， 终点 为 z 的 逐 眉 光滑 曲线 ，C1 
与 G 不 再 有 交点 ， 则 C, 与 C, 构成 D 内 的 一 条 简单 闭 曲 线 见 图 3.2.1)， 则 


LD- [ADE = [Gas =o 


于 是 定理 成 立 。 车 Ci 与 C 还 有 其 他 交点 ， 可 再 作 一 条 连接 so 与 z 且 与 C1、C2 
无 其 他 交点 的 光滑 曲线 C (多 图 3.2.2) ， 则 由 上 面 的 讨论 ， 有 


[Ad = f Kadt = [| As) 
于 是 ,定理 成 立 。 


图 3.2.1 图 3.2.2 


定理 3.2.2 说 明 单 连通 区 域 上 的 解析 函数 的 积分 完全 由 它 的 上 下 限 决定 ， 而 
与 所 沿路 径 无 关 。 在 许多 理论 和 实际 问题 中 ,往往 考虑 D 是 单 连通 区 域 ，D 的 
边界 C 是 馆 段 光滑 闭 曲线 ， 函 数 /(z) 在 D 内 解析 ， 在 闭 区 域 了 =D + C LER, 
对 于 这 样 的 区 域 及 函数 ， 我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 面 的 推广 定理 : 

定理 3.2.3 设 也 是 由 逐 段 光滑 闭 曲 线 C 围 成 的 单 连通 区 域 ， 函 数 /(z) 在 
D 内 解析 ， 在 闭 区域 D=D+C 上 连续 ， 则 


[mad =o 
(关于 这 个 定理 的 证 明 可 以 参考 文献 [14] ) 
例 3.2.2 求 [(22 +8z+1)dz 。 其 中 ，C 是 连接 原点 O 到 点 (0，2ma) 的 


HR 
x=a(0 - sin0) 
zas — cos0) 
解 如 图 3.2.3 FR, HREL C MIRAR 因 f(z) =2z +8z+1 
在 全 平面 上 解析 ， 则 


第 3 章 a 


L... 2 +8z+1)dz = 0 
即 i > 
[2 +8z+1)dz = [22 +8z+1)dz 


这 样 ， 就 把 函数 沿 曲线 C 的 积分 化 为 沿 着 直线 段 
的 积分 。 由 于 


[oz + 8z + ya = 9 + 8 + Das 


- 2ax[ 3.22 +8a + 1) 


3.2.2 多 连通 区 域 的 柯 西 积分 定理 


在 理论 和 实际 问题 中 ， 碰 到 的 大 量 问题 并 不 是 单 连通 区 域 ， 而 是 多 连通 区 
域 。 现 在 我 们 把 单 连通 区 域 的 柯 西 积 分 定理 推广 到 多 连通 区 域 的 情形 。 设 函数 
妃 z) 在 多 连通 区 域 也 内 解析 ，C 为 D 内 的 任 一 条 简单 闭 曲 线 ， 如 果 C 的 内 部 完 
全 合 于 D， 则 f(z) 在 C, 上 及 其 内 部 解析 ， 从 而 有 UOL =0. WEC 的 内 部 
不 完 坐 含 于 刀 ， 则 九 z) W C 的 积分 就 不 一 定 为 零 。 这 时 ， 我 们 在 C 的 内 部 作 简 
MAHR C, ，C: ，…，C,， 和 使 其 把 不 属于 D 的 部 分 包围 起 来 ， 且 它们 之 间 互 不 
相交 ， 互 不 包含 ， 这 样 以 C，Ci ，C: ，…，C。 为 边界 的 区 域 含 于 D， 取 6 的 方 
向 为 正 向 ，C! ，Cz ，…，C。 的 方向 为 负 向 ， 组 成 复合 闭路 

T=C+C; += +C) (3.2.3) 
FE, RMA FERES: 

定理 3.2.4 (复合 闭路 定理 ) HERAS) 在 以 式 (3.2.3) 表示 的 复合 闭 

路 厂 上 及 以 其 为 边界 的 区 域 G 内 解析 ， 则 
£ flz)dz = 0 
即 


fraa = Y f Kas (3.24) 
k=1 h 


证 不 妨 看 n=2 的 情形 ， 如 图 
3.2.4 所 示 ， 作 辅助 线段 y yz, ys 将 
HC, Ci, CG 连接 起 来 ， 区 域 G 就 被 
分 为 两 个 单 连通 区 域 D 和 D, AT, 


T, 表示 其 边界 ， 则 用 fd = o, 
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$ (as = 0。 因 而 
$ De +f fade = 0 
ER, Hy, yo y 部 分 的 积分 相互 消去 ， 沿 C7 , C; 的 积分 则 合成 为 积分 
E TOLE VOL 
因此 有 
SAd = $f Aad- f Nad -$ Kade = f fada + Í aya =o 
即 
Aad = f aya +$, (2) 


特别 地 ， 如 果 刀 是 由 内 外 两 条 闭路 C, C, 所 围 成 的 环形 域 ， 而 成 z) 在 D 内 
及 其 边界 上 是 解析 的 ， 则 有 


Aade = f Ka (3.2.5) 


这 个 结论 很 重要 ， 说 明 在 区 域 D 内 的 一 个 解析 函数 沿 闭 曲线 的 积分 ， 不 因 
闭 曲 线 在 区 域内 作 连 续 变形 而 改变 它 的 值 。 这 一 重要 事实 称 为 闭路 变形 原理 。 
例 3.2.3 设 厂 为 任意 一 条 简单 逐 段 光滑 闭 曲 线 ，z6 为 TAER, R 


dz 
$. s- m° 

E 由 于 三 的 形状 的 任意 性 ， 直 接 计算 很 不 方便 ， 但 是 由 闭路 变形 原理 ， 
我 们 可 以 在 本 内 以 zo 为 心 ， 充 分 小 的 正 数 "为 半径 作 圆 C， 则 有 


人 


由 例 3.1.3 知 
£ 2 
= ¿m 


z- 


例 3.2.4 RRA f Äg, TAEAO, z= 1/2 在 其 中 的 任意 亲 路 。 
=: 


o 
x 
2 2 


如 图 3.2.5 所 示 ， 分 别 以 z=0，z = 172 为 圆心 ， 充 分 小 的 正 数 r 为 半径 作 图 
C1，C2， 使 其 互 不 相交 ， 互 不 包含 ， 且 全 在 丁 内 。 寺 是 由 定理 3.2.4 可 得 
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=0-4mi+4mi-0=0 
3.23 解析 函数 的 不 定 积分 
BERG) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 ， 由 定理 3.2.2， 则 f(z) # D 内 的 积分 
与 路 径 无 关 而 仅仅 与 积分 路 径 的 始点 与 终点 有 关 。 此 时 ， 我 们 约定 它 写 为 
[e = f koa 
这 时 就 有 类 似 于 高 等 数学 中 Newton - Leibniz 公式 。 设 ze 也 ， 现 在 如 果 令 点 ao 
国定 而 点 :在 D 内 变动 ， 则 积分 
FC) = [A 
与 所 沿路 径 无 关 ， 因 而 是 z 的 一 个 单 值 函 数 ， 我 们 有 
定理 3.2.5 若 函 数 /(x) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 ， 则 
F) = | oa 
2 
也 在 DD 内 解析 ， 并且 F'(z) =f(z)。 
证 在 DD 内 再 取 一 点 s+Az (如 图 3.2.6) ， 根 据 积分 
与 路 径 无 关 性 ， 可 以 假定 这 个 积分 是 由 z 到 z + Az 的 直线 
段 进行 的 ， 于 是 
2 全 -Ka = Ef AD -AD 
由 于 /(z) 的 连续 性 ， 对 任意 s >0 可 取 8>0, WA | -z| < 
6 时 ， AIAL) -Kz) | <=, 现在 取 0 < |Az| <5， 则 图 3.2.6 
F(a + Az) - F(z) p` 
= - 


< TT `e |Az|= e 
TJ, F (z) =f(z)。 

同 在 实 变 函 数 的 情形 一 样 ，F(z) 称 为 f(z) 的 原 函 数 ， 而 F(z) +C (C E 
任意 常数 ) 称 为 /(z) 的 不 定 积分 。 利 用 原 函数 ， 我 们 可 以 推 得 与 牛顿 - RAE 
Z (Newton - Leibniz) 公式 类 似 的 解析 函数 的 积分 计算 公式 。 
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定理 3.2.6 ERAN) 在 单 连 通 区 域 D 内 解析 , H(z) 是 f(z) 的 一 个 原 
函数 ， 则 
[rox = H(z) - H(z0) (3.2.6) 
其 中 ,ww 为 D 内 的 点 。 
证 由 定 埋 3.2.5 知道 F(z) = J ADERS 的 一 个 原 函数 ， 现 在 H(z) 
也 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 ， 则 存在 一 个 复 常数 C， 使 得 F(z) =H(z) +C, B 
f xoa = H(z) +C 


但 当 z =z 时 ， 上 式 左 端 为 0, 故 H(z0) +C=0, # C= -五 z)。 这 样 我 们 就 得 
到 


[aox = H(2) ~ H(z0) 


R (3.2.6) 也 可 看 作 一 个 以 原 函 数 表 达 解 析 函 数 积分 的 公式 ， 因 此 许多 关于 初 
等 函数 的 积分 公式 形式 上 和 实 函数 的 相应 公式 一 样 ， 例 如 


[ze = Ca -人 )(n 为 自然 数 ) (3.2.7) 
[= = er -em (3.2.8) 
f coszaz = sinz — sinzo (3.2.9) 

o 


例 3.2.5 计算 [la(1 + za)dz ， JEH CM -i BI i ERBE 


解 因为 In(1 +z) 是 在 全 平面 除去 负 实 轴 上 z< - 1 的 区 域 D 内 单 值 解 
析 ， 且 D 是 但 连通 的 ， 所 以 由 定理 3.2.6, 在 D 内 有 


[Trade = aln(1 +2) | -f re 


=ih(+D +im(- Df (1 Ja 

=ilh(1+i) +iln(1 -i) ~iz- m0 +2) 

= (-2 +ln2 + %/2) «i ' 
93.2.6 HA f'ra, (n=0, 1, 2, =; a,b 均 为 有 限 复数 )。 
解 =(n=0, 1, `”, =) 在 复 平面 内 处 处 解析 ， 所 以 


b, 
[z< = 组 基体 | = gare i aniy) 
a s TREN CERC 4 
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3.3 柯 西 积分 公式 


3.3.1 柯 西 积分 公式 


在 复 函 数理 论 与 应 用 中 ， 柯 西 积分 定理 的 作用 是 通过 下 面 的 柯 西 积分 公式 表 
现 出 来 的 。 "` 

定理 3. 3.1 (HERJAR) HEA /(z)fEf0 PH B£R C 上 及 其 内 部 刀 内 
是 解析 的 ,而 zo 是 了 内 的 任意 一 点 ， 则 


1 
Ka) = i $ Da (3.3.1) 


证 任 给 s>0， 以 ao 为 中 心 ， 以 正 数 p 为 半径 ， 作 一 圆周 上 使 其 内 部 包含 
EDAK ( 见 图 3.3.1)。 由 于 f(z) 的 连 
续 性 ， 我 们 总 可 取 p 充分 小 ;- 使 对 
1z -ao|<sp ER, MERER 

|/(z) -Ka)|<e/2m 
EA KA CREARE, K 


数 2 是 解析 的 ， 因 此 由 闭路 变形 原理 


ma tyga 


z 
z ¿eo +f) -f(n) i, 
z-z 


E Fare a $ m), 


= amigao) + pL i 
从 而 $ 
|£ Eea - zri ftro) =| AD Aaye 28.2 a 
z-z o £ 2-4 Dap P-S 
由 于 的 任意 性 ， 可 知 
Ka) -z f Ee 


注 : 定理 3.3.1 HRH RAN) 在 简单 闭 曲 线 C 上 及 其 内 部 万 内 解析 "” 
可 以 改 为 “函数 7z) 在 简单 闵 蝎 线 C 所 国 成 的 号 内 是 解析 的 , 在 D=DUC 上 
连续 ”。 


和 


由 柯 西 积分 公式 可 知 ， 对 于 解析 函数 ， 只 要 知道 了 它 在 区 域 边界 上 的 值 ， 那 
么 通过 上 述 积分 ， 区 域内 部 的 点 上 的 值 就 完全 确定 了 。 世 就 是 说 ， 在 定 锰 的 条 件 
下 ， 函 数 在 区 域内 部 的 值 完全 可 由 它 的 边界 上 的 值 而 定 。 特 别 地 ， 从 这 里 我 们 可 
以 得 到 这 样 一 个 重要 的 结论 : 如 果 两 个 解析 函数 在 区 域 的 边界 上 处 处 相等 ， 则 它 
们 在 整个 区 域 上 也 恒 等 。 

B: HARTAR (3.3.1) 也 可 以 推广 到 多 连通 区 域 ， 即 它 在 定理 3.2.4 
中 所 给 出 的 复合 闭路 古 上 仍然 成 立 。 我 们 以 n=2 为 例 来 说 明 ， 其 方法 可 通过 教 
学 归纳 法 推广 到 一 般 情 形 。 

如 图 3.3.2 AR, BES) 在 复合 
闭路 一 = C + CT +C; 及 其 所 围 成 的 区 域 
内 解析 ，z 是 D 内 一 点 ， 以 zj 为 心 、p 
为 半径 作 小 圆 K， 使 天 及 其 内 部 全 在 也 
内 。 考 虑 复合 闭路 = 厂 +K- ， 则 根据 


定理 3.2.4 有 
Kal dy = 
0 
即 3.3.2 
所 以 有 
| (z) Ka) a, 
fa) = ya f Ee Z A -g E - $, £a] 


(3.3.2) 
特别 地 ， 设 函数 1(z) EHAA C, C, 所 围 成 的 二 连 域 D 内 解析 ， 
并 在 C1 C, 上 解析 ，z 是 D 内 的 任意 一 点 ， 则 


. 1 f 1 f(z) 1 
Kao) = ilh, E £; ] (aa 
推论 〈 平 均值 公式 ) HERRN) 在 |z-zo| < 丸 内 解析 ,在 |z-z| =R 上 连 
#, MH 
a L: P". iw 
flz0) = 去 flz0 + Re*)d0 (3.3.4) 
证 C 上 的 点 可 表 成 & 
z=z +Re® (0<0<27), dz = Riedo 
由 柯 西 积分 公式 有 
So) = gi f Bha = o +Reo)ag 
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这 个 公式 告诉 我 们 ， BAN) 在 圆心 的 值 ， 恰 好 等 于 它 在 圆周 上 的 值 的 平 
均 。 因 此 这 个 公式 称 为 平均 值 公式 。 


例 3.3.1 (D RRAS g t. P CEPLES 半径 为 2 的 图 周 ; 


(2) RBD fi, iaa (9 -AG + ja 
解 (1) 函数 /(z) = er/z 在 这 个 圆 的 内 部 都 是 解析 的 ， 因 此， 利用 柯 西 积 
分 公式 有 


ha = Le = 2mi f(2i) = miS = (cos2 + i sin2) 
z z om 
(2) diig (9 i = er izao =S 


例 3.3.2 MARA Gp, q 计算 实 积分 | esin(sing)dg 与 


s 
J ecos sing) do 2 
解 ” 由 柯 西 积分 公式 即 知 
ta a= 2rie'| = 2mi (3.3.5) 


另 一 方面 ， 因 为 令 z= Aë (0<0 <27), 有 
fa Te 于 过 za = J ° sieudg - f jaod 
E j: e°%sin(sin0)d0 + i B e°%%cos( sin) dð 
KRK, ER, HAR (3.3.5), 14 
fe bsin( sing)d0 = o, f ereos(sing) dg = 2m 
例 3.3.3 HABRAS a pte 
解 1+zz =(z+i)(z 一 让 )，, .由 复合 闭路 原理 


1 £ 
1 $ zZ+iq Ps Phd os. 
ee hauti 二 = 


3.3.2 高 阶 导数 公式 


利用 柯 西 积分 公式 ， 可 以 进一步 证 明 解析 函数 的 一 个 非常 重要 的 性 质 : 解析 
函数 在 其 解析 区 域内 有 任意 阶 导数 ， 并 且 这 些 导数 也 可 以 通过 函数 在 边界 上 的 值 
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表示 出 来 ， 即 
定理 3.3.2 MRAR) 在 简单 闭 曲 线 C 上 及 其 所 瞻 成 的 单 连通 区 域 D 
内 是 解析 的 ， 则 在 D 内 任意 一 点 2, KA) 有 任意 阶 导数 ， 并 且 在 D 内 公式 
n aal fe) y 
f) G) = 2 £ 二 
(n =1,2,) (3.3.6) 


成 立 。 
证 用 归纳 法 来 证 明 。 当 n=1 时 ， 如 图 25 
3.3.3 所 示 , Bz 是 D 内 任意 一 点 , 8 是 zo 到 边 
界 C 的 最 短 距 离 。 取 0 < 1Az| < 8/2， 则 点 z + T 
Az 也 在 D 内 ， 由 定理 3.3.1 有 图 3.3.3 
Kao + An -Hn) = sa Olia 
-4 f(z) 
”2mi PE 
或 
feta) -f(z0) _ í f(z) 
= 而 (z -z - Ax) (7 
于 是 


Fo e) -fl(w) 1 $ fG) 
2mi 


(z - z9)? 


-机 fe [nc -ye 
-人 
当 zeC 时 , RIA 
lz-z0|>8 


lz-z0 -Az|> |z-z0|- ' lazl>5-È> 2 


此 外 注意 到 |(z) | 在 C 上 是 连续 的 ， 故 存在 MM 使 |fz) |<W， 因 此 当 
0< |Az| <S 


fzo + Az) -Ka) 1 f) 
Az mt (2-23)? 


Ee ETETE Az) 
|Az| M ML 
nG 
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其 中 , L 为 C 的 长 度 。 因 此 有 


. fl + Az) -f(a) 1 gG) 
im Az ”2mi LG 


即 
' P W z) 
fe) Ea $ las: 
Mni 时 导数 公式 成 立 。 假 设 公式 对 于 正 整数 -1 成 立 ， 再 证 其 对 于 正 整数 " 


也 成 立 ， 这 就 是 要 证 明 下 面 这 个 式 子 


FEP (Czo + Az) -roD(o) _ 1 (n-D)! 1 1 
Az Zi 2mi Ef [Gs ~ = 


在 Az—0 时， 以 


5 


Zai t fgit FS PSY2 

为 极限 ， 即 定理 对 于 n 也 成 立 。 由 数学 归纳 法 ， 定 理 结论 成 立 。 

注 ; (1) 类 似 地 ， 定 理 3.3.1 的 条 件 “ 函 数 f(z) 在 简单 闭 曲线 C 上 及 其 内 
部 D ARH” TAAA RASC) 在 简单 闭 曲 线 C 所 图 成 的 .DD 内 是 解析 的 ， 
在 D=DUC 上 连续 "。 t 

(2) 定理 3.3.2 中 的 闭 曲 线 C 换 成 定理 3.2.4 式 中 复合 闭路 时 栈 时 结论 仍 
然 成 立 。 

(3) 公式 (3.3.3) 称 为 解析 函数 的 高 阶 导 数 公式 。 可 以 从 两 方面 来 应 用 这 
个 公式 : 一 方面 用 求 积 分 来 代替 求 导 数 ， 另 一 方面 可 用 求 导 的 方法 来 求 积分 。 

对 于 口内 任意 点 z( 即 把 公式 中 的 zo 换 成 任意 的 z)， 式 (3.3.1) AR 


(3.3.3) 也 可 等 成 
1 i 
f) = fiex , f'G) = = r £ a s 
例 3.3.4 求 下 列 积分 。 


ot x 5dz ， 其 中 C 为 正 向 图 周 : |z-il=1; 


Df gop Bh C 为 正 向 图 周 ，|z|=rs 
解 (1) oyi =cosz 在 |z -i|<1 上 解析 ， 由 题 意 得 
人 用 1 G - 52 
= Heos) |.-， =- micosi = Te teri 


€... 


(2) 当 0 <r<1 时 ， z=0 为 一 个 厅 点 ， 函数 在 |z|<r 上 解析 ， 则 
= 2zi 1 E SC 
re £ s= rG) Aeg ze 
当 r>1 时 ，z=0，z=1 为 两 个 奇 点 ， i St Sas. ë 
当 小 的 正 数 为 半径 做 小 圆 Cl ，C2， 且 使 它们 不 相交 ( 见 图 3.3.4) ， 则 


1 E 1 1 
tauot hret hago 
=-2m:i+2mi5| ，=0 
例 3.3.5 4 C OREN +7 = 9, f(z)= 
pEi He, Rra. 


解 因为 32 +7z +1 在 全 平面 上 处 处 解析 ， 所 


图 3.3.4 
以 
0, 3 
o epeta] Izl > 
2mi(32 +7z+1), |z|<3 
又 rm-| K lsl >3 ， 故 六 (1+i) =2mi[6(1 +i) +7] =2m(13i -6)。 
2mi(6z+7), |z| <3 


“3.3.3 ” 几 个 重要 结论 


利用 高 阶 导数 公式 ， 我 们 可 以 得 出 关于 导数 模 的 一 个 估计 式 ， 叫 做 柯 西 不 等 式 。 
定理 3.3.3 〈 柯 西 不 等 式 ) HEKS) 在 圆 |z-zo|<R 内 解析 ,， H 
lG) |<M, W 


Vn) lB  G=1, 2, =) (3.3.7) 
证 “由 高 阶 导 数 公式 
` = lal z n! = n! 
If” (z) |= z oi 人 EE < TR = R" 
特别 地 ， 当 n=1 时 有 


M 


Wa) |< (3.3.8) 


我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 面 定理 : ”. 
定理 3. 3.4 (最 大 模 原理 ) HKS) EKR D KEH, Lf (z) 不 是 
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常数 ， 则 在 D 内 1f(z) 1 没有 最 大 值 。 

由 柯 西 不 等 式 可 得 出 关于 整 函数 的 一 个 有 痢 的 结果 。 

定义 3.3.1 ”所谓 整 函数 是 指 在 整个 = 平面 上 均 为 解析 的 函数 。 

例如 ， 多 项 式 、sinz、e’ 等 都 是 整 函数 的 例子 。 下 面 给 出 关于 整 函数 的 刘 维 
ZR (Liouvile) 定理 。 

定理 3.3.5 ”如 果 整 函数 f(z) 在 整个 平面 上 是 有 界 的 ， 即 满足 不 等 式 
lG) ISM, WIKE) | 必定 是 一 个 常数 。 : 

证 对 于 z 平 面 上 任 一 点 z， 我 们 都 可 以 画 一 个 以 A MERER R H 
半径 的 圆 。 既 然 LKz) | 有 上 界 M， 由 式 (3.3.7), # 


Ia) 


HF REEERE, UH lf’) |=0， HTS (z) =0, FAN) 必 是 常数 。 
作为 刘 维 尔 定理 的 一 个 应 用 ， 我 们 证 明 下 面 的 定理 : 
定理 3. 3.6 (代数 学 基本 定理 ) ”任意 一 个 复 系数 多 项 式 
fz) =aoz +atzn 1+…+an_iz+ao (n=l, as 0) 
BAFA, DWE, HEN) =0 必 有 根 。 ` 
证 假如 不 然 ， 因为 f(z) 在 全 平面 解析 ， 且 处 处 不 为 零 ， 所 以 R(z) = 
1/f(z) 也 是 整 函 数 。 因 为 


limF(2) = 加 7 = y i 


#k F(z) 在 全 平面 有 界 。 由 定理 3.3.5，F(z) 必 为 常数 , f(z) 也 必 为 常数 ， 这 
与 假设 矛盾 ， 所 以 至 少 存在 一 个 复数 z ,使 f(z1 ) =0。 

下 面 的 定理 可 视 为 柯 西 积分 定理 的 逆 定 理 。 

定理 3. 3.7 (ARP (Morera) 定理 ) Pf) 是 区 域 D 内 的 连续 函数 ， 并 
且 对 于 DD 内 任意 一 条 其 内 部 属于 DD 的 简单 光滑 闭 曲线 C， 都 有 


fz) =o 
M (z) 是 刀 内 的 解析 函数 。 
证 既然 f(z) 沿 忆 内 任意 闭路 C 的 积分 为 零 ， 当 2 为 也 中 一 定点 时 ， 积 分 
FG)= [rox 


只 与 :有关 ， 是 D 内 一 个 单 值 函数 。 用 证 明定 理 3. 2. 5 用 过 的 方法 可 证 ,F(z) 
ED 内 解析 , 并 且 F'(z) =f(z)。 

但 由 定理 3. 3. 2 可 知 ， 解 析 函 数 有 任意 阶 导数 ， 所 以 f(z) 是 刀 内 的 解析 函 
数 。 
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一 、 导 学 

本 章 研究 了 解析 函数 的 积分 理论 ， 介绍 了 复 变 函 数 积分 的 概念 与 积分 的 基本 
性 质 ; 给 出 了 柯 西 积分 定理 与 柯 西 积分 公式 ， 使 得 也 区 域 上 一 点 的 函数 值 与 其 边 
界 上 的 积分 相 联系 ， 从 而 揭示 了 解析 函数 的 一 些 内 在 联系 ;又 从 柯 西 积分 公式 得 
出 一 系列 推论 ， 如 平均 值 公式 、 最 大 模 原 理 等 。 

学 习 本 章 的 基本 要 求 如 下 : 

(1) 明确 复 变 函 数 积分 的 意义 ， 掌 握 复 变 函数 积分 的 基本 性 质 与 由 曲线 的 
参数 方程 积分 的 方法 。 

(2) 掌握 柯 西 积分 定理 与 柯 西 积分 公式 ， 以 及 应 用 多 种 方法 进行 复 变 函 数 
积分 的 方法 ， 如 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 、 复 合 闭路 源 理 、 高 阶 柯 西 积分 公式 等 ， 明 
了 解析 函数 的 导 函 数 也 是 解析 下 数 。 

(3) 了 解 最 大 模 原 理 与 代数 基本 定理 等 。 

Z., ASHE 

基本 定理 


(1) BA) =u(x, y) +ip(*，y) 是 C 上 的 连续 函数 ， 则 复 积分 f(z) 由 

存在 , H 
Lea: = [u(z,y)a8 = v(z,y)dy + ifola,y)de + u(z,y)dy 
若 设 曲线 C 的 参数 方程 为 z=z(1) =x(t) +iy(1) (a<:<b), Ml 
[aa = A) 
。 (2) ( 柯 西 积分 定理 ) WREE) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 ， 则 A(z) ED 

内 沿 任 一 条 简单 闭 曲 线 c 的 积分 大 f(z)dz = 0 。 

G) (复合 闭路 定理 ) BERN) GDLL = C+ Ci +C, 表示 的 复合 闭 
路 厂 上 及 以 其 为 边界 的 区 域 C 内 解析 ， 则 


fos = EAD 


(4) 车 函数 及 x) 在 单 连 通 区 域 D 内 解析 ， 则 F(z) = [pass p 内 解 
$r, :并且 产 %z) =f(z) 。 
(5) 〈 柯 西 积分 公式 ) RRAN) 在 简单 闭 曲 线 C 上 及 其 内 部 D 内 是 解析 
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的 , 而 ww 是 DD 内 的 任意 一 点 ， 则 
z 


1 
feo) = ra EEE 
(6) (高 阶 导数 公式 ) WRA) 在 简单 六 曲线 C 上 及 其 所 围 成 的 单 连 
通 区 域 也 内 是 解析 的 ， 则 在 刀 内 任意 一 点 az; 函数 成 z) 有 任意 阶 导 数 ， 并 且 在 


D 内 有 
" L qO KOS 2 Q Sim 
SO) =i G (sl, 2,1) 


(7) (最 大 模 原 理 ) HRERS) 在 区 域 卫 内 解析 且 不 为 常数 ， 则 | 几 z) | 在 
D 内 取 不 到 最 大 值 。 

(8) ( 柯 西 不 等 式 ) RRAS) fEB]|:-z |< R 内 解析 , 且 |Kz) |< M, 
则 

VRM n=l, 2, =) 

(9) (Liouville 定理 ) 如 果 整 函数 f(z) 在 整个 平面 上 是 有 界 的 ， 即 满足 不 
ERI) <M, WI) | 必定 是 一 个 常数 。 

(10) (代数 学 基本 定理 ) 任意 一 个 复 系数 多 项 式 

f(z) =aoz +alzm -1+…+an-1z+ao (n=l, ao#0). 

GAFA, IW, 方程 f(z) =O 必 有 根 。 

三 、 疑 难 解析 

1. 对 于 复 积分 来 说 ， 其 结果 一 般 与 积分 路 径 有 关 ; 而 对 于 解析 函数 来 说 ， 
其 结果 与 积分 路 径 无 关 。 如 下 面 杂 例 中 的 例 3. 1 与 例 3.2。 


2. 等 式 Re[ [fz)d:] = [Rea las Rara? 
E 不 成 立 。 例 如, WA) =z, C: z=it(0<t<1), Ml 
Re[[ az] = Re[ [as] = Ref f'ucan] = - + 
而 [aeLna]dz = [Reco Gian =0 
3. 证 明 | 人 dz| < 上 1az| ， 并 说 明 这 两 个 积分 的 几何 意义 。 


证 |Le|= juk -a |< im la -sl= [lal 
几何 意义 是 曲线 弧 的 内 接 折线 长 小 于 〈 不 超过 ) 相应 的 弧 之 长 。 


4 对 什么 样 的 封闭 曲线 C 有 上 rii = 0? 
+2z2+1 
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p... 


解 了 +z+1 的 两 个 根 为 4.2= -于 + 全， 仅 当 曲 线 C 有 以 下 丙种 情形 时 积 


分 才 为 0。 

(1) z, 2 全 在 C 的 外 部 ， 这 时 由 柯 西 积分 定理 知 其 积分 为 0。 
(2) z, 2 全 在 C 的 内 部 ， 则 有 

1 1 : y 
Lz “est uba E z—= 1 je = > LG -2m) £0, 
注 : 请 读者 自己 验证 另 两 种 积分 不 为 0 的 情形 。 
5. 下 面 解 题 过 程 是 否 正确 ? 如 果 不 正 确 ， 指 出 错误 原因 并 改正 。 

t 


3 z š Ë 
fast z(z — y“ ç fit: = = 2=i[ A snam 
E 错误。 原因 为 在 应 用 柯 西 积分 公式 时 没有 考虑 公式 的 条 件 是 否 满足 。 柯 
西 积分 公式 要 求 其 中 的 函数 f(z) 在 C 的 内 部 处 处 解析 。 现 在 函数 为 f(z) = 1/z 
在 圆周 C 的 内 部 的 z=0 处 不 解析 ， 所 以 不 能 应 用 柯 西 积分 公式 来 解 。 正 确 的 解 
法 是 


fara 5 fat rt afars TÈ = 2i -2i =0 
四 、 杂 例 
例 3.1 计算 积分 上 |z|dz ， 其 中 积分 路 径 为 : 
(1) 自 原 点 到 +i 的 直线 段 ; ey 贺 周 |z| =2。 
解 (D 直线 段 的 参数 方程 为 TT 神 -0=t 。 (0<t<1)， 即 z= (1+i)4， 
dz=(1+i)dt, |z|=|1+i| .|t|=VY2t， 所 以 
Llzle = jma +i)dt = Vi(1 +i) fia = Ža +i) 
(2) |z| =2 的 参数 方程 为 =2e” (0<0<2m) ，dz =2ie*d9， 所 以 
blzla = z - 2ieiadg = 4i J coso +ising)dg = 0 
例 3.2 计算 下 列 积分 ， 积 分 路 径 为 任意 曲线 。 
a) emas, D f G-k 


解 〈1) 由 于 被 积 函数 是 一 个 指数 函数 ， 在 全 平面 解析 ， 故 积分 与 路 径 无 
关 ， 所 以 


1 i i : 
= PO 一 er )= La +i) 
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(2) 由 于 被 积 函数 是 一 个 多 项 式 函数 ， 在 全 平面 解析 ， 故 积分 与 路 径 无 关 ， 
所 以 
fen s GD =4 
1 1 


例 3.3 下 面积 分 是 否 正确 ? 为 什么 ? 
1 


1 Cy S Ia yi: P a na 
|. arpe =a = ha ry ya = 26 ts a = s 
解 不 正确 。 正 确 积分 过 程 为 
sar: 
1 _ ZR u Z 20 
Ni ias = = a Guy er s. 


SR 
例 3.4 计算 积分 站 .3 G +2) G - 132 


解 积分 区 域内 只 有 一 个 不 解析 点 sal, 应 用 高 阶 导数 的 柯 西 积分 公式 


[Da 5 CD sfo 4 = dri (55) Sagi 


例 3.5 设 ” 是 自然 数 ， 证 明 
2 


Di |Y esos rsinp - np)dp = I 


z= 


L = f eropgin(rsing -np)dp = 0 
分 析 “观察 两 个 积分 的 特征 ， 可 以 想到 应 该 应 用 欧 拉 公式 e” = eos + isin0, 
解 1 +u, = fere [cos(rsing ~ ng) + isin(rsing -ng) |do 


= eer dp = IÑ er(ese+isin9) e 0 dg = fe re de Ca 
azze, MH gp 由 0 变 到 2r BF, z 的 轨迹 是 道 时针 的 圆周 C: 1z| =1， 且 dz= 
ieipdp， 故 
h +ih = fe" ird = + $e" = -ad apai 
比较 等 式 两 端的 实 部 与 虚 部 ， 即 得 证 明 。 
五 、 思 考题 
1. 复 变 函数 的 积分 与 实 函 数 的 曲线 积分 有 什么 不 同 ? 
2. 柯 西 积分 定理 与 柯 西 积分 公式 有 什么 异同 与 联系 ? 
3. 复 积分 与 路 径 有 关 吗 ? 


Se] iir 
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4. 设 /(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 ，C 为 D 内 任 一 条 简单 闭 曲 线 ， 则 等 式 
[ea ]d = ROTOR 


是 否 成 立 ， 为 什么 ? 
习题 三 


A 类 


1. 计算 积分 “dz ， 积 分 路 径 为 (D) 自 原点 到 3 H WERB (2) 自 原点 沿 实 轴 至 
3， 再 由 3 滩 生 直 向 上 至 3+i; (3) 自 原点 沿 虚 轴 至 1， 再 由 i 水 平 向 有 至 3 +i。 

2 计算 积分 大 下] 二。 其 中 为 正 向 加 膨 ;(1) |z| =2; (2) |z|=4。 

sx 求证 : | [|2]< 至 。 其 中 C 为 1-i 到 1 的 直线 区。 

4 观察 得 出 下 列 积分 的 结果 ， 并 说 明理 由 。 


3z+5 e 
O$. 5 +2z+4 Q) fa wa: 


(3) fa z + 1)dr; 
5. 计算 下 列 积分 ， 其 中 C 为 正 向 圆周 。 


£ 
— — 
Ofat DEDE. 


Df righ Cilzl= 1; x. ass, 
Of gigi Clz-11= 1; (WE c:lzl= 
6. Pani a r ESE. 
21= 1; Q) $ sd, Clzl=r >l; 
Sinz -s oree Sre 了 
mp itok (EE Cll 2 
32 +T tlg 


Of :lstil=1s; © fz a C:|z-al|= ala > 0) 

P A 5 

(8) $ Sa, C:|z-il= 

7. 设 C 为 不 经 过 与 —a 的 正 向 简单 闭 曲线 ，e 为 不 等 于 零 的 任何 复数 , 试 就 与 -a 同 
C 的 各 种 不 同位 置 ， 计 算 积分 友 >, 
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E BAD = |, 216 Ela, lzl<3, 求 (0 SGH: OSU 
9 RAO 与 g(z) 在 区 域内 处 处 解析 ，C 为 D 内 任何 一 条 简单 光滑 闭 曲线 ， 它 的 内 部 
<J D. MRA) =g(z) 在 C 上 所 有 点 都 成 立 ， 试 证 在 C 的 内 部 所 有 处 点 1() =8(:) 


也 成 立 。 
10. WRA) 在 单位 圆 盘 上 及 内 部 解析 ， 那 么 证 明 


四 
Kre?) = Esa r<1 
ll. BA) EKR D 内 解析 , C 是 D 上 的 一 条 闭 曲 线 。 证 明 对 任意 不 在 C 上 的 zoeD， 
LD na 


= (z - o)? 


12. 证 明 最 大 模 原理 : 

REU) 在 给 定 区 域 D 内 解析 且 不 为 常数 ， 那 么 | F(z) | 在 D 内 取 不 到 最 大 值 。 
并 证 明 以 下 推论 : 

推论 1 ERR D 内 解析 的 函数 人 :) ， 若 其 模 在 D 的 内 点 达到 最 大 值 ， 则 此 函数 必 重 为 
常数 。 

推论 2 ENa) 在 有 界 区 域 D KEN, EDLER, MIN) | 必 在 D 的 边界 上 达到 最 大 
值 。 


13, 证 明 泊 松 公式 : ulr, o) =E (R, oao 
B 类 


À. 分 别 沿 y= 与 y= 并 算出 积分 Ca +i) ttt, 


Rr 
R? -2rReos(0 Tp 


15. 计算 积分 大 1zlzdz ， 其 中 C 是 一 条 闭路 ， 由 直线 段 ，-1<x<1, y=0 与 上 半 单位 图 


周 组 成。 

16. 设 /(:) 在 单 连 通 区 域 刀 内 解析 ，C 为 D 内 任何 一 条 正 向 简单 闭 曲 线 ， 问 

G Rela) Jdz = $ Im[ 02) Jdz = 0 

是 否 成 立 。 如 果 成 立 ,给 出 证 明 ; 如 果 不 成 立 ， 举 例 说 明 。 

17. 利用 在 单位 四 上 3=1/ 的 性 质 及 柯 西 积分 公式 说 明 Á za: = 2mi ， 其 中 C 表示 单位 加 
周 |z| =1， 沿 正 向 积分 。 

18. 证 明 : BAD 在 单位 四 |:|<1 内 解析 , BA) si， WA” (0) <e(n+ D1， 
n=l, 2, 1o 

19. 设 几 :) 在 单 连通 区 域内 解析 ， 且 不 为 零 ，C 为 D 内 任何 一 条 简单 闭 曲线 ， 问 积分 
£a 538? 为 什么? 

20. RERS) 在 0< |z| <1 内 解析 ， 且 沿 任何 图 周 C. |z|=r, 0 <r <1 的 积分 为 零 ， 
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多 no 


Aa) 是 否 必须 在 :=0 处 解析 ? 试 举例 说 明 。 

21. BN) 是 单 连通 区 域 D 内 除 zo 点 以 外 解析 的 函数 Hlim(z-zo)/(2) =0， 则 于 任 一 
属于 而 不 通过 a 的 简单 光滑 闭 曲线 C， 恒 有 用 7(z)dz = 0 。 

22. 设 C 为 一 内 部 包含 实 轴 上 线段 [a，5] 的 简单 光滑 闭 曲线 ， 函 数 几 z) 在 C 内 及 其 上 
解析 且 在 [a, b] 上 取 实 值 。 证 明 对 于 任 两 点 z1, nela, b], Anela, b) 使 


EME Ee dp + PE 
bry PE, 
23. WRBA) 在 |z|<1 上 解析 ， 且 /(0) =1。 计 算 积分 


dz 
= fa a 2 (s+ tyo) z 
再 利用 极 坐 标 导 出 下 列 等 式 : 


2 eye Lao =2+f'(0); 


2 Kenya as =2-f'(0), 


24. RRRA) 在 区 域内 解析 ,zo e D H f' (za) 关 0。 证 明 若 C 是 以 z 为 心 充分 小 的 
圆周 ， 那 么 


2mi 


mi - £ = 
S'o) Ka) - f(zo) 


在 高 等 数学 中 ， 我 们 学 习 过 有 关 实 函数 级 数 的 理论 ， 并 且 知道 级 数 
有 广泛 的 应 用 。 本 章 中 我 们 引进 复 函 数 的 级 数理 论 并 把 级 数 作为 工具 继 
续 研究 解析 函数 的 性 质 。 我 们 首先 引入 有 关 级 数 的 一 些 基本 概念 和 性 
质 ， 并 从 解析 函数 的 柯 西 积分 公式 出 发 ， 给 出 解析 函数 的 级 数 表示 一 一 
泰勒 (Taylor) 级 数 ， 并 研究 复 函 数 在 回环 域内 的 级 数 表 示 一 一 洛 庚 
(Laurent) 级 数 。 我 们 将 看 到 函数 在 一 点 的 解析 性 等 价 于 函数 在 该 点 的 
邻 域 可 展开 为 罕 级 数 ， 而 有 关 洛 朗 级 数 的 讨论 为 下 一 章 研究 解析 函数 的 
孤立 奇 点 的 分 类 及 函数 在 孤立 奇 点 的 邻 域内 的 性 质 提供 了 必要 的 准备 。 l 


41 复数 项 级 数 与 复 变 函 数 项 级 数 


4.1.1 复数 序列 


给 定 一 列 有 序 的 复数 : za = al +ib, 2 =a, +ib, o, z = an + 边 ,，… 称 为 
复数 序列 ， 简 记 作 {z,}。 

定义 4.1 1 给 定 一 个 复数 序列 {z,}, B z =a + 浪 是 一 个 复 常数 , 若 对 于 
任意 给 定 的 正 数 。>0， 存 在 一 个 充分 大 的 正 整 数 N， 当 n>N 时 ， 有 

lza -z| <e 
Minhi n 8818] + o BF, Az 为 极限 ， 或 者 说 复数 序列 {zu} 收 敛 于 极限 ao， 
记 作 
limz,, =zo È z, —>zo (no ) 


ne 


如 果 复 数 序列 {z, } 不 收敛 ， 则 说 {z,} 是 发 散 的 。 


由 不 等 式 
la,-a|<|z,-z |< |a,-a|+ |b, - b| 
lb,-b|<|z,-z]<la,-a|+]b,-5] 
我 们 立即 得 到 如 下 定理 : 


e 复 变 函数 与 积分 变换 


定理 4.1.1 给 定 一 个 复数 序列 {z,},， IF z =a, +ib, (n=1, 2, =), 
Z =a + 这 ， 则 limz, =zo 当 且 仅 当 lim on =a AI lim b, =b, 

定理 4.1. 1 的 结论 使 得 我 们 可 以 把 有 关 实 数 序列 极限 的 相关 性 质 推广 到 复数 
序列 上 ， 即 有 


定理 4.1.2 # lim z, =z, im Z, =z", Wi 

(t) lim, (z, +Z,) =2 +Z, 

(2) ,lim zs Ez +z; 

(3) lim。 (z,/Z,) =2'/2", 2 #0 
412 ERTAK 

定义 4.1.2 给 定 一 个 复数 序列 {z,}， 称 表达 式 

Zy +z + +z, + 

为 一 个 复数 项 级 数 ， 记 作 X>. 

类 似 实数 项 级 数 ， 我 们 给 出 复数 项 级 数 收 全 的 概念。 

定义 4.1.3 称 复数 项 级 数 Es 的 前 n 项 和 5, =z +z; +… +z, 为 级 数 的 部 
分 和 。 若 n 分别 取 自然 数 ， 得 一 复数 序列 {5， }。 当 部 分 和 序列 {5,} 存 在 极限 时 ， 


称 复数 项 级 数 Y. nae, 极限 S = lim 8, f Y: if, 记 作 S = Fao 
n= Pe. n=] nal 
车 {5, IRKA, MMRR S :是 发 散 的 。 


例 4.1.1 当 |z| <1 时 ,判断 级 数 1+z+2 +: +Z = r enka 
n=0 


解 ” 其 部 分 和 为 
1-7*! 


S.=l+z+Z ++. += T; (n=1, 2, ---) 
由 于 |z| <1， 所 以 lim |z |" *! = z" |. im BEY =0。 
-s| eli=z 
n+l +i 
所 以 lim 生 一 =0， 所 以 lim S, = lim )= t 
ls Satar de pe ep i TE 


这 就 是 说 ， 当 |z| <1 Mh, MAII Ym BRT l, 
n=0 Ha 
由 上 面 关于 复数 项 级 数 收 人 的 概念 结合 定理 4. 1. 1， 我 们 可 以 把 复数 项 级 数 
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的 伍 散 问题 转变 成 实数 项 级 数 的 敛 散 问题 。 
定理 4.1.3 复数 项 级 数 于 ¿(s =a, tiba, n=1, 2, =) 收敛 的 充分 必 
n=l 


要 条 件 是 实数 顶级 数 J on, y. 同时 收 化。 


事实 上 ， 注 意 到 Èa 的 部 分 和 


Sa =z tz t +z = (a ta ttan) tilb, +b te tbn) =c, +ir, 


这 里 on = Ean = Yu sls Ee mY, 的 前 n 项 和 ， 而 由 定理 4. 1. 1， 
知 Za KAS, Aeh, ir, H Zan AA leh. 
假定 复数 顶级 数 如 Icak, ERAS 必 有 Da, Xb, Fori, P 
n= n=l nal 
而 根据 实数 项 级 数 收敛 的 必要 条 件 ， 可 得 lim a, =0 和 lim b, =0。 于 是 lima, = 
lima, +i limb, =0。 可 得 如 下 定理 : 
ERALA 复数 项 级 数 YO 收 全 的 必要 条 件 是 Jim zs =0。 
例 4.1. 2 考查 下 列 级 数 的 敛 散 性 。 
le SE 
wF(} tiz)? Cp 
解 (1) (+)- yl. iy Luarmasm Y Lat, s 
nsl n=l nzi n 
给 级 数 发 散 。 
(2) XE=--(1-1,1 1,. -)+i(1 -iad dy) 由 于 该 
级 数 的 实 部 与 虚 部 的 实数 项 均 为 收 剑 的 交错 级 数 ， 故 所 给 级 数 收 全。 


例 4.1.3 继续 考查 级 数 S A 的 化 散 性 。 


解 当 |z| <1 时 ， 由 例 4.1. 1 已 知 级 数 Ya ka, B yaa = L, 
nezl n=] 


-3 


当 |z|>1 时 ， 由 于 lim z-1 关 0， 故 此 时 级 数 $e 发 散 。 
Msp n=1 


> 


定义 4.1.4 给 定 复数 项 级 数 x (a =a,+ü,, n=1, 2，…)， 若 正 项 级 


a 1 | 收敛 ， 称 级 数 Fa 是 绝对 收 全 的; 车 Es 收敛 ,而 > lz, | 28, 


称 级 数 Èa 是 条 件 收敛 的 。 
显然 由 不 等 式 
lalale lS lal + lbnl, 61slzlsle,|+lb,| (n=1, 2, +) 


可 推出 .绝对 收 全 等 价 于 实数 顺 级 数 Žo. AA 同时 绝对 收敛 ， 进 而 推出 


X... Yb, 同 时 收 化 。 再 由 定理 4 1.3 知 > 收敛 ， 于 是 得 到 下 面 的 定理 ， 
定理 4.1.5 ”每 个 绝对 收敛 的 复数 项 级 数 其 本 身 -- 定 是 收敛 的 。 


这 个 定理 之 进 定 理 是 不 成 立 的 ， 例 如 级 数 于 (1)” Tag, as 


comt- Z L saat, 
例 4.1.4 判别 下 列 级 数 的 绝对 收 化 性 与 条 件 收 化 性 。 
D Xia (2) X ° 


# a) +: == (ess T +isin D'-E (cos ZE + isin 1) 
于 是 


A 7 |. $ Di O, - 1) 
AED i aji m "È ON +i $ 二 


可 见 ， i E 的 实 、 虚 部 均 为 收敛 的 交错 级 数 ， 故 它 是 收敛 的 。 


2, 
1 >_1 


In n- 


Y 条 件 收 全 


二 且 Inn=in[1+(n-1)] <n-1(n>1)， 所 以 
=2 
= 


这 
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$ 
Bm 
i 
Ms 
Fara 
" 
Me 
`= 
ğa 
Š 
È 
= 
lal 
= 
pa 
bd 
* 
Fd 
ba 
涤 
N 
i 
站 
$ 


4.1.3 复 变 函数 项 级 数 
给 定 一 个 复 变 函数 序列 {f(z)}， 其 中 f,(z) (n =1，2，…) SIERA E LAE 


X, HEERA O HAE) +… (5) AURREAN, IE F e 。 

Es WE EAER, M F C) AARNE. # F Sao) Wak, K 
S 0 tus s b, AN DAO tas s ERM M F S) 可 能 
ERE D ERER, MEA ERERM, W È SC) 的 收 做 上 的 
全 体 称 为 它 的 收 生 域 ， 记 作 。 另 沁 F AO 的 部 分 和 为 r0) =A (9) *AG) 
+= +f), TREES Y. fO) 的 收 敏 域内 得 到 一 个 画 数 s(z) = 
lims, (2) (z e D) KX Eh 的 和 函数 ， 记 作 s(z) = Er 

例如 ， 例 4.1.1 的 级 数 1 ++ H Fral <1 内 收敛 ， 
且 在 该 区 域 的 和 函数 为 [上 -， 或 者 说 ， 在 该 区 域内 ， 该 级 数 收敛 于 [二 -。 


*4.1.4 复 变 函数 项 级 数 的 分 析 性 质 


下 面 引入 一 致 收敛 的 概念 ， 它 是 研究 复 变 函数 项 级 数 的 有 力 工具 。 对 于 有 关 
定理 ， 我 们 一 律 不 加 证 明 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 相关 参考 书籍 。 


定义 4.1.5 给 定 复 变 函 数 项 级 数 DA ,其 中 f(z) (n=1, 2，…) 38 


定义 在 集合 上， 对 于 任意 给 定 的 正 数 。 >0， 存 在 一 个 充分 大 的 且 仅 与 e A% 
的 正 整数 N=N(s)， 当 n>N 时 ， 有 Is(z) -~s(z)1<e， 在 已 上 人 恒 成 立 ， 称 级 数 


Y AG) sa E LOTE (2) 


ns 


定理 4.1.6 若 复 变 函 数 廊 (z) (n=1，2，…) 均 定义 在 集合 E 上 ,并 
且 有 不 等 式 1 f(z) 1 <M,(n=1，2,，…)， 而 正 项 级 数 2M, 收敛 ， 则 级 


数 Y G) E E LAA. 
n=l 


定理 4.17 车 外 () (n=1, 2, =) 在 区 域 D 上 连续 , 级 数 D SC) 在 D 


上 一 致 收敛 于 s(z)， 则 s(z) 在 D 上 处 处 连续 。 
定理 4.1.8 #f(z)(n=1, 2, =) 均 在 光滑 或 逐 段 光滑 曲线 C 上 连续 ， 


级 数 Y 用 (2) 在 C 上 一 致 收 伍 于 函数 s(z) ， 则 s(z) 在 C 上 可 积 ,并 且 有 


IZOLI = È [Aa (4.1.1) 
成 立 。 
R (4.1.1) 表明 ,在 定理 4.1.8 条 件 下 ， 求 和 与 求 积分 可 以 交换 次 序 ， 即 
可 逐 项 积分 。 
定理 4.1.9 车 矿 (z)(n=1，2，…) 均 在 区 域 D 内 解析 ， 并且 > G) 在 
D 内 一 致 收 傅 于 和 函数 s(z) ， 则 s(z) 在 刀 内 解析 ， 并 且 有 


s™® (a) = ZAP) (zeD,k=1,2,.) (4.1.2) 
n=l 
成 立 。 
可 见 在 定理 4.1.9 $f F, A (4.1.2) 表明 求 和 与 求 导 可 以 交换 次 序 ， 即 
可 逐 项 求 导 。 
4.2 FAK 


在 复 函数 项 级 数 中 ， 如 果 我 们 取 f(z) =a,1(2-2)*', z, an(n=0, 1, 
2，…) 均 为 复 常数 ， 则 得 如 下 一 种 类 型 的 函数 项 级 数 
qo ta1(z—20) +ay(z-z)2 +- +an(z -20)" += (4.2.1) 


称 之 为 震级 数 ， 简 记 作 Bos - n)", En =0， 得 震级 数 


Paz” = aç + az + ax + + aZ" + ° (4.2.2) 
n=0 
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与 在 高 等 数学 中 一 样 ， 我 们 只 需 作 变 换 : z=z -2, ARERK (4.2.2) 
的 一 切 结论 都 可 以 转移 到 竺 级 数 (4.2.1) 上 去 ， 所 以 我 们 只 讨论 形 如 (4.2.2) 
的 备 级 数 。 


4.2.1 FARRE 


对 于 等 级 数 (4.2.1), BR, z=2 是 其 一 个 收敛 点 ; 对 于 级 数 (4.2.2), 
z=0 是 其 一 个 收敛 点 。 下 面 的 阿 贝尔 (Abel) 定理 展示 了 震级 数 的 收敛 特性 。 
定理 4 2.1 (1) 车 级 数 (4.2.2) 在 点 z(z 关 0) 收敛 ， 则 它 在 以 原点 为 
中 心 ，|z | 为 半径 的 圆周 内 收敛 是 绝对 收敛 。 
(2) ERI (4.2.2) 在 点 z(z 关 0) 处 发 散 ， 则 它 在 满足 lz| > |z | 的 点 z 
处 发 散 。 


证 (1) 车 zx#0， 且 级 数 Bos Ki, ERT ar AFE, FEY 


列 {asz0} 有 界 ， 即 存在 常数 M >0, W lal SM(n=1, 2, =). 234 |z| < 
lz lit, 有 

lal = ag E =|a Ef <m 
这 里 4 = | 三 | <1， 级 数 Em 收敛 。 所 以 Yean tll |z | 内 绝对 收敛 。 


(2) utk. 若 级 数 (4.2.2) 在 ARM, 且 对 于 |z| > |a | 内 的 某 一 点 
2(|2| > | 和 1) 处 收敛 ， 由 〈1) 的 结论 知 Bor 必 在 点 za 收 剑 ， 此 与 假设 巴 
盾 ， 原 命题 得 证 。 

42.2 震级 数 的 收银 圆 与 收敛 半径 


利用 定理 4.2.1， 可 以 确定 备 级 数 的 收敛 范围 :对 于 任何 一 个 形 如 式 
(4.2.2) 的 短 级 数 而 言 ， 它 的 收敛 情况 不 外 平 下 述 三 种 : 

(1) 对 于 除 原点 外 所 有 正 实 轴 上 的 点 处 处 都 是 发 散 的 ， 这 时 ,根据 定理 
4.2.1 可 知 级 数 (4.2.2) 在 复 平面 上 除 原点 外 处 处 发 散 。 

(2) 对 于 所 有 正 实 轴 上 的 点 处 处 都 是 收敛 的 ， 这 时 ， 根 据 定理 4.2. 1 可 知 
级 数 〈4. 2.2) 在 整个 复 平面 上 处 处 收 剑 ， 而 且 是 绝对 收敛 的 。 

(3) 对 于 正 实 轴 上 的 点 ， 既 有 使 级 数 (4.2.2) 收敛 的 点 ， 也 有 使 级 数 
(4.2.2) 发 散 的 点 。 设 z= R (R, >0) t, BÆ (4.2.2) 收敛 , z=R,(R,>0) 
时 ， 级 数 (4.2.2) 发 散 。 根 据 定理 4. 2. 1， 级 数 (4.2.2) 在 以 原点 为 圆心 ， 正 


和 


数 R, 为 半径 的 圆周 Cn 内 是 处 处 收敛 的 ， 而 且 是 绝对 收敛 的 ， 在 以 原点 为 心 ， 
正 数 R, 为 半径 的 圆周 Ca 外 处 处 发 散 。 

显然 R, <R, GWAM (4.2.2) 在 z=Ri 点 处 发 散 。 现 在 设想 把 :平面 上 
级 数 收敛 的 部 分 染 成 黄色 ， 发 散 的 部 分 染 成 红色 。 由 于 此 时 宕 级 数 4.2.2) 在 
正 实 轴 上 的 收敛 点 的 全 体 是 一 个 有 上 界 的 数 集 ( R, 即 为 这 个 数 集 的 一 个 上 界 ) ， 
故 必 有 上 确 界 ， 记 之 为 R， 当 R, 在 R 的 左 侧 逐 渐 接近 于 RR 时 ，Cn, 必 定 逐 渐 接 近 
于 以 原点 为 圆心 ， 以 R 为 半径 的 圆周 Cr, Æ 
Cr 的 内 部 皆 为 黄色 ， 外 部 皆 为 红色 ， 这 个 黄 红 
两 色 的 分 界 圆周 Cr IFAR (4.2.2) 的 收 
B (图 4.2.1)。 在 收敛 圆 的 内 部 ， 埋 级 数 
(4.2.2) 绝对 收敛 ; 在 收敛 圆 的 外 部 ， 吞 级 数 
(4.2.2) 发 散 。 收 敛 圆 的 半径 R 称 为 收敛 半 
径 ， 而 在 收敛 圆周 CR 上 是 收敛 还 是 发 散 的 ， 
不 能 作出 一 般 的 结论 ， 要 对 于 具体 的 等 级 数 进 
行 具体 分 析 。 

对 于 形 如 (4.2.1) 的 赛 级 数 ， 我 们 不 难 图 421 
理解 它 一 定 在 以 z=zo 为 圆心 的 某 个 圆 盘 内 处 处 收 剑 ， 在 圆 盘 的 边界 〈 收 剑 圆 ) 
上 是 收敛 还 是 发 散 的 ， 同 样 不 能 作出 一 般 的 结论 ， 而 收敛 贺 的 外 部 则 处 处 发 散 。 

为 了 统一 起 见 ， 我 们 规定 情形 (1) 的 短 级 数 的 收敛 半径 为 R =0; 情形 
(2) 的 短 级 数 的 收敛 半径 R= + % 。 

关于 升级 数 收敛 半径 的 求法 ， 类 似 高 等 数学 中 ， 我 们 有 如 下 结论 : 

定理 4.2.2 ( 达 朗 贝尔 (d'Alembert ) 法 则 或 比值 法 ) 对 于 震级 数 


anti 


(4.2.1), FRR lim | 一 | = 和 《包括 为 0 或 + 的 情形 ) ， 则 它 的 收敛 半径 为 
+% A=0 
1 
上 0<A< +% (4.2.3) 
0 A= + 四 


“证 当 0<A< +e B, 由 于 


A lends -ol 
= allz-aol nea 


BM z-z] < 十 时， 级 数 如 1o.11s - al 收敛。 根据 定理 4 1.5， 宕 级 数 


nsi 
Ga 


|z-z | =À|z-zol 


及 .Cs - a)" |z | = 二 内 处 处 收 全 。 


2 


再 证 当 |*- aa1> at, SR Ya, (z - 0)" R HEM lz- = AE 


一 点 ?， 使 级 数 Zac —- zo)" kk. EMAER 8 Z, E l-z] < 


|z -zo1， 那么 根据 阿 贝尔 定理 ， 级 数 Š lail -z |" kek, RT lz" -zol > 


1 y 
入 ， 所 以 
lan || |"! 
-2 L L ` =lim 
na |a, =z nea 


从 而 ，lim |a,||2- 2 "0, 5938 三 lollz-ap KIATE, HTA 


|z” -z| =à |z -z|>1 


Qn+l 
an 


数 Zs -0)" 在 圆 |z-zo| = 二 外 处 处 发 艇 。 综 上 所 述 ， 知 宕 级 数 (4.2.1) 


的 收 敏 半径 为 R= 工 。 
当 和 =0 时 ， 对 于 任何 复数 =， 极 限 


iml% zol" 
nə Jasllz-zol” ne 


从 而 知 级 数 > fanl lz -zo |" 收敛 ， 从 而 级 数 Eos - zo)" 在 复 平面 内 处 处 收 


敛 , 即 R= +m。 
当 和 = + 时， 对 于 任何 复数 z, 


|z -zo| =A |z -z| =0 


ansi 
an 


lans l lz -zol"*! a, 
R Le a R at 1 AOA ES PS 
me |apllz-z|” ne| an -al= +o 


从 而 知 lima, (z -和 0)" 关 0， 根 据 定理 4.1. 4 级 数 lim a, (z -zo)" 发散， 即 尽 =0。 
定理 4.2.3 (H (Cauchy) 法则 或 根 值 法 ) 对 于 千 级 数 (4.2.1) ， 若 极 
Bilim Yla =A《〈 包 括 为 0 或 + 的 情形 ) ， 则 它 的 收敛 半径 为 


+e A=0 
R= + O0<A<+@% Y, (424) 
0 A=+% 


证 明 从 上 略 。 
例 4.2.1 试 求 下 列 智 级 数 的 收敛 半径 R. 


$p... 


or: ofie, o5: (Yau, 


解 (1) 由 本 章 例 4 1.3 MEA S 2 26 lal < 1 内 处 处 收敛 于 和 函数 s(z) = 
n=0 


二 =， 当 1z|>1 时 ， Atai, BE y 的 收敛 轿 为 以 :=0 为 图 心 的 单位 国 盘 ， 
即 R=1。 


n+l R z KU 
(2) msn [22| = im |en fato im (1A) =e 
故 由 定理 4 2.2 得 收敛 半径 为 尺 = 二 。 
， CTS E y, 1 nr S Saam 
(3) 因为 lim s =li z> = lim (74) sl 
故 由 定理 4. 2 2 得 收 全 半径 为 R= 十 =1。 
(4) *,=nl, Ml 
lim Wiecl =% 
所 以 ，R =0。 


由 上 面 的 例子 可 知 ， x: 的 收敛 半径 为 R=1， 但 是 在 收敛 加 |z| = 1 上 处 处 
发 散 。 另 一 方面 ， > Z 的 收 伍 半 径 为 R = 1， 但 是 在 收 合 贺 |z| = 1 tapa 


处 处 收 伍 的 。 这 是 因为 |z| =1 时 ， aw > = > 二 是 收 化 的 。 我 们 再 考 查 


5 
Å Z, penkatapqa R=1, CERS LS z = 1 处 是 发 的 ， 而 在 z= -1 点 


处 却 是 收敛 的 。 可 见 短 级 数 在 它 的 收敛 贺 上 的 敛 散 情 况 是 比较 复杂 的 ， 我 们 只 能 
对 于 具体 问题 具体 分 析 。 


4.2.3 ”震级 数 的 运算 与 性 质 
HARS) = 三 cz 的 收敛 半径 为 Ri(R >0)， 级 数 g(z) = Ya 的 收 


BERN R (R >0) ， 像 实 变 等级 数 一 样 ， 复 变 短 级 数 也 能 进行 有 理 运算 。 我 们 
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第 4 章 级 Ad 


aeo 、 
(1) azg() = PQRP = Yi spa (2.5) 


E ke, + Bu) LLLLESSP'OSEUSS LINE 
min[R,, RH, 

lims,(z) = lim x (ar + B,)z: = lim Eat + lim8, 

üa -pA lim Z at + lim 


存在 , 式 (4.2.5) 的 右 端 级 数 此 时 是 收敛 的 ， 因 而 等 级 数 和 或 差 的 收银 半 径 
R>min{R!, R, }o 


Osaa = (Zar) [Ez] = È, Cobs + mB t tago)" 
(4.2.6) 


R (4.2.6) MEEUW $ a 与 级 数 F 6. WATR FIE, 
它 的 收敛 半径 R2min(R,, R }o 机 


例 4.2.2 ERASO) = ERRE F cu(z - a)" HEAK, IH a, 


zb 
b 为 不 相同 的 复 常数 。 : 
解 in 1 Ek 1 
z-b (s-a)-(b-a) b-a; _z=a 
b-a 
Maie <1 时 ， 有 
a 
É. C p pas z-a}? (328\" ,.... 
alti" == + HS) + 
b-a 
所 以 
1 1 1 1 1 i 
py lr A TE st asa (ke ays =a) z 
设 |b-al=R, 由 | 生生 | <1 知 ， 当 |z-al <R m, ERAI BATAR 


了 .因为 当 : =b 时 ， 上 式 右 端 级 数 发 散 ， 故 知 上 式 右 端 级 数 的 收敛 半径 为 
15-a| =R。 ' 

在 4.1 ih, Rl E UE 33 S RISE s EKMEK 00 -— 4 BE 
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$p... o. 


数 。 我 们 不 加 证 明 地 指出 等 级 数 的 和 范 数 在 收敛 圆 盘 内 的 所 具有 的 性 质 。 
定理 4.2.4 设 级 数 Y a, 的 收 敏 半径 为 R>g， 则 
(1) 它 的 和 函数 s(z) 在 |z| <R 内 解析 。 
(2) ERAM < 及 内 ， 宕 级 数 È az = s(x) TERR, BRER 


阶 导 数 为 
s® (z) =k! a, HED le, at ED aa (kal; 2. sy 


(4.2.7) 
(3) 设 C 为 收敛 圆 盘 |z| <R 内 任 一 条 分 段 光 滑 曲 线 ， 则 级 数 在 C 上 可 积 ， 且 
[sD = x [eza = a> [zdz (4.2.8) 


证 明 从 略 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 参考 文献 [4] 。 
例 4.2.3 将 函数 jn(1 +z) 表示 成 形 如 Der EZES 


解 已 知 当 |z| <1, 有 
让 1-z+22- te 


C 为 从 原点 出 发 到 点 z 且 完 全 落 在 单位 圆 盘 内 的 任 一 光滑 曲线 。 由 定理 4.2.5 得 
In(1 +) = [= = [O-z -e+ (- 1) + )de 


= [Zc 1)""dz = Eh- 1) "as"dz 
kO 


例 4.2.4 oe > a," HREM 


解 m+ [r Ly’, 并 且 当 |z| <1 时 , 有 


E ETTA E EA 
l-z 


根据 定理 4.2.4 得 


O F =) 


=(1+z+@ ++ +Z" +) ¿(Y - Y (z')'. 
= E+ (|zl< 1) 
i f - 
例 4.2.5 将 函数 | -+ 万 表示 成 形 如 > oz 的 赛 级 数 。 


1 zi i 
s 由 Rit (1-2)? 


1 R 1 < 
=: ">C a 元 = = tl), lz| < 1 
利用 乘积 式 ， 得 
— =l+z+22 +22 +32 +3 + + (n+1)(Z" + Zn) + 
二 


= Earne +2!) (|z|<1) 
n=0 
43 ”泰勒 级 数 


4.3.1 解析 函数 的 泰勒 展开 定理 
在 上 一 节 里 曾 证 明了 任 一 短 级 数 的 和 函数 在 其 收敛 贺 盘 内 解析 。 下 面 借助 于 
柯 西 积分 公式 ， 我 们 证 明 任 一 在 圆 域内 解析 的 函数 都 可 以 用 震级 数 来 表示 。 
定理 4.3.1 (RH (Taylor) 展开 定理 ) HEAS) EKR D 内 解析 ，zo 
是 内 的 一 点 ，R 为 zo P D 的 边界 的 距离 ， 则 当 |z-zo|<R 时 ,， 有 
f(z) =ao +ai(z —zo) +az(z —z20)? + 
pa (z-z)" + (4.3.1) 


$ Ka a Feta) $ 
其 中 ,on = 3 多 (及 7 nl 区 @ 


2, =), C, 为 以 zo 为 圆心 且 落 在 jz -z| < R 内 的 


任 一 圆周 。 
证 设 :是 |z-zo|<R 内 的 任 一 点 ， 考 处 将 z 
包含 在 其 内 的 以 ao 为 圆心 的 圆周 C, c 


{fzlz-z|<R}( 见 图 4.3.1)， 由 柯 西 积分 公式 


Ka) = ak, fe (4.3.2) 


图 43.1 


ws 


KO sRAD. Ko. 


t-27 -w+ -a 


1 
r—” 
“t-a 
HERRAR (4.3.2), MA 


Z= ga $ Da = ap Sapam, Tar + Rpa) (43.3) 
(DG) 
ETOR 


下 证 imRw(z) =0。 
因为 f(z) 在 D 内 解析 ， 从 而 在 sue, 因此 存在 M >0， 使 在 C 上 


La 1sat, Xrec,, ia Ealag, 所 以 


"n 


olsa, groea lelez LAE Aep] 
根据 震级 数 在 收敛 加 内 可 逐 项 积分 的 性 质 与 高 阶 导数 公式 ， 式 (4.3.3) 可 
写成 | 
K) SRo) +F o) (a-a) EEL a-g) Faa P 
定理 4.3.1 得 证 。 


同 高 等 数学 的 情形 类 似 ， 如 果 函 数 戊 z) 在 zo 点 附近 的 某 一 圆 域内 表示 成 式 
(4.3.1)， 称 式 (4.3.1) 为 1z) .在 zw 附近 的 泰勒 展开 式 ， 而 式 (4.3.3) 的 右 
端的 吞 级 数 称 为 f(z) 在 zo 点 的 泰勒 级 数 。 

应 当 注 意 的 是 ， 函 数 刻 z) 在 和 处 的 震级 数 的 收敛 半径 至 少 应 等 于 从 zo B) D 
的 边界 上 各 点 的 最 短 距离 。 如 果 妃 z) 在 D 内 有 奇 点 ， 则 收敛 半径 等 于 从 zo 到 D 
的 最 近 的 一 个 奇 点 的 距离 。 

定理 4.3.1 表明 f(z) 在 zw。 点 解析 , 则 f(z) 在 ao 点 附近 一 定 可 以 展开 成 等 
级 数 。 反之, 若 f(z) Ez 点 附近 可 用 短 级 数 表示 ， 根 据 定理 4.2.4, f(z) 在 zo 
点 解析 。 于 是 ， 我 们 又 得 到 一 个 函数 在 一 点 解析 的 充 要 条 件 : 

定理 4.3.2 RAS) fE 点 解析 当 且 仅 当 Az) 在 3 点 附近 可 用 宕 级 数 
表示 。 

定理 4.3.3 FRAS) fE z 点 附近 可 用 形 如 Bs - 和 ) "的 等 级 数 表 


示 ， 则 这 个 赛 级 数 只 能 是 成 z) 在 zo 点 的 泰勒 级 数 。 
证 BS) 在 wo 点 附近 展开 为 守 级 数 
f(z)=a0 +a(z-zo) +az(z-zo)2 + +a,(z-zo)" + 
Fas zo, flo) =ao 根据 定理 4.2.4， 得 
f'(z) =a) +2a,(z -20) +… +nankz 一 和 0) ”1 +: 
令 z=zo，, 得 f'(zo) =a1， 同 理 可 得 


2 e) (4.3.4) 


定理 4.3. EE E 性 ， 我 们 经 常 
利用 这 一 性 质 采 用 多 种 多 样 的 方法 来 求解 析 函 数 的 等 级 数 展开 式 。 上 一 节 里 也 通过 
举例 介绍 过 几 种 方法 ， 如 逐 项 积分 求 导 的 方法 ， 利 用 敌 级 数 的 运算 的 方法 等 。 


4.3.2 ” 几 个 初等 藩 数 的 堵 级 数 展 开 式 
我 们 已 求 得 


hlt + tt (ls) <1) (4.3.5) 


In(1 +z) = = -n “+( -1)"- :过 + «(lz <1) (4.3.6) 


Tamat twwawnwasnrs, RAAN: 
1. 直接 展开 法 
直接 展开 法 即 利用 泰勒 展开 式 求解 析 函 数 /(:) 在 点 附近 的 震级 数 展开 
(a) 
式 ， 这 是 一 个 最 基本 的 方法 。 其 本 质问 题 是 计算 级 数 的 系数 us E (n= 


2，…) ， 即 计算 函数 A(z) HE zo 点 处 各 阶 的 导数 

例 4.3.1 Re, sinz 和 cosz 在 点 z =0 处 的 泰勒 展开 式 。 

解 (1) 由 于 (e) |.-o=e|.-o=1 (n=0, 1, 2, =) 故 

e AE E s en (4.3.7) 
=+ +É z l .3. 

注意 到 er 在 整个 :平面 上 处 处 解析 ， 所 以 式 (4.3.7) 在 整个 z 平 面 上 处 处 自立 。 

(2) 由 于 (sinz)' = cosz = sin(2+4) 

(sinz)” =oos(2 +F) =sin(z+2 $), ai (sins) ® =sin(z +"), si 
从 而 


0 =2m 
in) 9) | = , 
Caina) ”| POA n=2m+1 
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° 得 变 函 数 与 积分 变换 


于 是 
+1 g %; 
smar- -D T (lzl<+a) (43.8) 
(3) 同 理 可 得 
4 
sasa (D T+ Cal +e) (4.3.9) 
2. 间接 展开 法 


因为 泰勒 展开 式 是 唯一 的 ， 故 可 用 任意 的 展开 方法 将 军 级 数 展开 ， 如 待定 系 
数 法 ， 高 等 数学 中 学 习 过 的 间接 展开 法 等 。 下 面 通过 举例 说 明 。 


例 4.3.2 HEA) = 在 z=0 的 邻 域内 展开 。 


解 BFA) 在 全 平面 除 z = +i 点 外 解析 ， 因 此 f(z) 可 以 在 |z| <1 内 展 
开 为 等 级 数 ， 当 |z| <1 时 ，| 守 | <1， 套 用 公式 (4.3.5) 可 得 
1 ed SATR = - 一 ... 一 nias. 
Wa secs ays tÇ 2)+(-2)2 +. +(-2)" + 
=l-Z2 +Z -z# te -1)"Z"+...(|z| <1) 
例 4 3.3 RERS) =-= -1 3003409369J8365Ç, 
解 因为 Az) 在 全 平面 只 有 奇 点 z=2， 其 收敛 半径 为 R= |2- ( -1)| =3, 
所 以 它 可 在 |z+1| <3 内 展开 为 z+1 的 震级 数 。 由 公式 (4.3.5) 可 得 
E ESE Van a es 
f) s; y r13 31 21 
3 


Hep t = 88 +) 


= -rt "(s+1l<3) 


例 4.3.4 将 函数 /(z) = 展开 为 :~ 的 震级 数 。 


解 因为 Az) 在 全 平面 只 有 奇 点 z=1， 其 收敛 半径 为 R= |1 -i| =Y2, 所 


以 它 可 在 |z -il <Y2 内 展开 为 z -i 的 竺 级 数 。 由 公式 4.3.5) 及 害 级 数 的 性 质 
可 得 


è MIN Da 
ND -| 
2 


tle) (ty el 


sen renas 8 


2 z-i z-i 
sral -i aaae jJ "= | 
=( 二 i [12 aali tg +] dz- -il <2) 
例 4.3.5 RRRS) =ln(1 +z) 在 z=0 邻 域内 的 泰勒 展开 式 。 
解 由 于 In(1+z) 在 从 -1 向 左 沿 负 实 轴 剪 开 的 平面 内 是 解析 的 ， 而 -1 是 
它 的 一 个 奇 点 ， 其 收敛 半径 为 R= | -1-0|=1， 所 以 它 在 jz| <1 的 内 可 展开 为 
z HERB. HAR (4.3.5) 得 


hsl- —Z ++. +(-1)"m + (|z|<1) 
ERKA |z| =1 内 任 取 一 条 从 0 到 z 的 积分 路 径 C， 将 上 式 两 端 沿 C 逐 项 积分 得 
fe = fas (Dred + 
In(1 +z) = -D P+ … (|z| <1) 


“ 例 4.3.6 (待定 系数 法 ) 求 (1 +z)”(a 为 复 常数 ) 的 主 值 分 枝 /(z) = 
es +D FER z =0 处 的 泰勒 展开 式 ， 且 满足 (0)〉 =1。 


即 


M BFG) =e ERA +) (2) =af(z) (4.3.10) 
Wk f(z) 在 zo 点 处 的 泰勒 展开 式 为 
= Z anz (Can 为 待定 系数 ) 


代 人 式 (4.3.10) 得 


(1 +2) Zro, 1 = “e, 
或 
al + (a; +2a,)z+(2a, +3a3)? ++ +[(n-1)a, +na,]z"-!+ 
=aao +aalz+aa222 十 … 十 aas L121 +. 
由 解析 函数 的 等 级 数 展开 式 的 唯一 性 ， 比 较 同 次 宕 项 系数 ， 得 方程 组 
@1 = oao 
a, +2a, = aal 
2ai +3as = aa, 


(n-l)a, +na, =aa _, 


ee 


ao =f(0) =1 

a, =aa0 =Q 
-mn alal) 

a T E T 


于 是 得 到 的 展开 式 为 
(1 +z)" =1 +Chz + C2 +032 +e +CH" ee laf <1) (4.3.11) 
这 里 ， i — T a (m=1,2,3, =) 


4.4 洛 朗 级 数 


本 节 我 们 讨论 一 种 比 等 级 数 稍微 复杂 的 含有 正 、 负 军 项 的 级 数 一 一 洛 朗 
(Laurent) 级 数 。 从 上 节 的 讨论 中 我 们 知道 ， 若 函数 在 和 点 解析 ， 那 么 f(z) 在 
2 点 的 附近 可 用 备 级 数 表示 。 然 而 在 实际 问题 中 ， 常 遇 到 函数 拟 z) 在 zo 点 不 解 
析 ， 但 却 在 ao 点 的 附近 某 个 图 环 内 解析， 此 时 f(z) 不 能 用 含有 z -za 的 正 赛 项 
级 数 表 示 。 在 这 一 节 里 ， 我 们 将 看 到 这 种 在 圆 环 域内 解析 的 函数 可 用 某 个 洛 遍 级 
数 表示 ， 因 而 洛 朗 级 数 也 是 我 们 研究 函数 的 重要 工具 ， 尤 其 在 研究 解析 函数 局 部 
性 质 方面 扮演 了 重要 的 角色 。 


4.4.1 洛 朗 级 数 


定义 441 WEM — Xaa O, (4.4.1) 


的 级 数 为 洛 朗 级 数 ， 其 中 a。，z6 均 为 复 常数 ,n=0，+1，+2，.…。 
显然 ， 在 洛 朗 级 数 的 定义 中 当 a_1 =a -2 =… =4_。=…=0 时 , R (4.4.1) 
就 是 震级 数 。 我 们 把 洛 朗 级 数 4.4. 1) 分 成 含有 正 寡 项 和 负 赛 项 的 级 数 : 


Dons a0)" = ao + a(z =) + aala = 2)? + + ans =z)" + os 


(4.4.2) 
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Fan a) =a (n) + ass n) + tanl)" += 
nal 


= = (4.4.3) 
若 级 数 (4.4.2) 和 (4.4.3) 同时 在 点 z 处 收敛 ， 称 洛 朗 级 数 (4.4.1) 在 点 = 
处 收敛 。 这 样 根 据 定义 ， 有 


x an(z -zo)" = lim POGET: lm Ša (2 -2z0)™* (4.4.4) 


下 面 讨论 洛 衣 级 数 (4.4. D EF 平面 上 的 敛 散 情况 。 级 数 〈4. 4,2) 是 一 
个 宪 级 数 ， 设 其 收敛 半径 为 R, ÆR > 0， 则 根据 短 级 数 的 性 质 ， 级 数 
(4.4.2) #E|z-zo| <R, 内 收敛 ,并且 绝对 收敛， 它 的 和 函数 在 jz-z| < R 内 


解析 。 对 


Ee =a + p tal +: (4.4.5) 
设 其 收敛 半径 为 1， n >0, WEAR (4.4.5) 在 以 | <r Wik B t 
伍 ， 它 的 和 函数 在 15| < 内 解析 。 因 此 级 数 (4.4.3) 在 Ri < 1z-zo| < +o 
(Ri =1/r) 内 收敛 且 绝 对 收敛 ， 它 的 和 函数 在 R, < |z -zo| < + % 内 解析 。 显 然 
当 且 仅 当 R < Rs 时 ， 级 数 (4.4.2) 与 (4.4.3) 才能 有 公共 的 收敛 域 。 因 此 ， 
洛 朗 级 数 〔4.4.1) 的 收敛 域 是 圆 环 域 R. < |: -zo| < R,。 在 特殊 情况 下 ， 这 个 
圆 环 域 的 内 圆周 的 半径 R, 可 能 等 于 堆 ， 外 圆周 的 半径 尼 可 能 等 于 + m 。 综 上 
所 述 ， 有 以 下 定理 : 

定理 4. 本 1 若 洛 朗 级 数 (4.4.1) AKAR, MARYA MRR 

D: R, < |z-zl <R,(0<R, <R,< +@ ) 
且 级 数 (4.4.1) 在 DD 内 绝对 收敛 ， 和 函数 在 D 内 解析 ， 而 且 可 以 逐 项 积分 ， 逐 
项 求 导 。 我 们 分 别称 式 (4.4.2) 为 洛 朗 (4.4.1) 的 解析 部 分 ， 式 (4.4.3) 为 
洛 朗 级 数 (4. 4. 1) 的 主要 部 分 。 


Szr Sipa ir 
例 4.4.1 Pa G= 3 ) x D*(1- 引 的 收敛 域 。 
解 ar 22 zc D"(1 - 2) = + 
( =- n=0 
而 R, Q. R =1/ im |a; = 1/4 -3 
故 原 级 数 的 收敛 圆 环 为 2< |z -3| <3. 
4.4.2 洛 朗 展开 定理 


我 们 已 经 知道 洛 朗 级 数 的 收敛 区 域 为 贺 环 ， 其 和 函数 在 圆 域内 解析 。 现 在 我 
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们 讨论 相反 的 问题 一 一 在 圆 环 域内 解析 的 函数 可 否 表示 成 一 个 洛 朗 级 数 ， 回 答 是 
肯定 的 : 
定理 4.4.2( 洛 朗 展 开 定理 ) 若 函 数 /(z) 在 圆 环 域 
D: Ri<|z-z0| <R,(0<R <R,< +=) 


内 解析 ， 则 
fG) = 二 a,(z ~ zo)" (4.4.6) 
1 
h,a ghi g hatt e0; iial, (4.4.1) 


这 里 C 为 圆 环 域内 任意 的 圆周 : |z-z|=R (R <R<R Yo 
证 设 : 是 圆 环 域 D 内 的 任意 一 点 ,在 D 内 作 任意 一 个 新 闻 环 域 
D': r <|z-zo| <r 
其 内 部 包含 着 点 z。 再 作 图 心 为 z， 半 径 为 r 的 圆周 C,: -z| =r， 并 且 使 C,C 
D' (W 4.4.1) MATRAN RE ARER, 我 们 有 


= Jri Ti FD "sat, Da Lx zag, Oa @4.8) 


这 里 C, : — . ra 证 zl =r 

在 式 (4.4.8) 右 端的 第 一 个 积分 中 ， 当 Ze C,， 
时 有 | 地 2|- L ialgi, SREE — 
样 ， 当 |* - ` ISP al, 有 


mk, Ta z Eel -z0)" (4.4.9) 


其 中 , cs = 


1 SE = ... 
2mi a ruse asas 
注 : 我 们 不 能 将 6。 写成 了 U) a), 因为 1(z) 在 C, 内 部 不 一 定 处 处 解析 。 
对 于 式 (4.4.8) 的 右 端的 第 二 个 积分 ， 当 # e C 时 ， 有 


"TT =p<1 


得 到 * 


oe | 2e -w x (z- z)” 
£-z 2-% 1-62% (0) a 


(4. 4. 10) 


PPE 


所 以 
SRO ss pun 
-zt Pa -| Z Zale z9) ™ + Rn(2) 
其 中 ,Rn(z) e [En 和 = k. Je- 


下 证 lim Ry (z) =0 在 Cn 外 部 成 立 。 令 


tal- T =q (0<q<1) 
z-z) |z-zol 


由 于 z 在 C, 的 外 部 ， RD) 在 上 连续 ， Airez 个 正常 数 M， 使 得 
IE) |<M。 所 以 


law |< >$, [ (z 01 sz ws 二 2 Mar aar = a= 


H lim q" =0, FA, Jim Ry (2) =0， 从 而 有 
-z$ £2 = Xs Ga)" (4.4.11) 
其 中 ,cn ahg Oq O = 12, 


a (£ -— z)" 
综 上 所 述 ， 有 


f(z) = x (z- zo)" + Be a)" = >. cn(z — z)" 


如 果 在 回环 内 取 绕 思 的 任 一 条 简单 闭 曲 线 C， 根据 柯 西 定理 的 推广 ， 式 
(4.4.9) 与 式 (4.4.11) 的 系数 可 以 用 同一 个 式 子 表达 ， 即 


¿ 
° "t yaa (n=0,+1, *2,--.) 


于 是 定理 成 立 。 

同 震级 数 情形 一 样 ， 在 圆 环 域内 解析 函数 的 洛 朗 级 数 展开 式 也 具有 唯一 性 ， 
即 有 下 面 的 定理 : 

定理 4.4.3 fl) 在 圆 环 域 KR < |z -zo| <R, WS, WAG) 在 这 个 贺 
环 域内 的 洛 朗 级 数 展开 式 是 唯一 的 ， 即 车 f(z) HR < |z-zo| <R 内 具有 形 如 
A (4.4.6) 的 展开 式 ， 则 其 系数 a 只 能 由 式 (4.4.7) 表达 。 

“证 Na) EARR: R < |z-zo| <R 有 洛 朗 级 数 展开 式 

fz) = PSG =z)" (4.4.12) 


C 为 任意 的 圆周 : |z-z| =R (R, <R<R,), ÆR (4.4.12) 中 令 z=t,， 有 
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当 feC 时 ， rim 
端 ， 然 后 沿 着 C 积分 得 到 
£ Ds =. È onf, a)" "lar = amia, 
于 是 , a, = L£ gllt (m =0，+ 上 1，+2，…)， 此 即 为 式 
(4.4.7)。 
4.4.3 求解 析 函 数 的 洛 朗 展开 式 的 一 些 方法 


在 许多 应 用 中 ， 往 往 需 要 把 在 某 点 so 不 解析 ， 但 在 z 的 一 个 去 心 邻 域内 解 
HRAN) 展开 成 级 数 ， 此 时 就 可 利用 洛 朗 级 数 来 展开 。 当 需要 把 一 个 函数 
f(z) 展开 为 洛 朗 级 数 时 ， 我 们 可 以 采用 一 切 可 能 的 方法 ， 只 要 找到 一 个 形 如 


È o-a)" 的 级 数 ， 它 在 RL < |z =s | < 尼 内 收 敏 于 2) ， 则 此 级 数 一 定 就 


是 我 们 所 求 的 洛 朗 级 数 。 我 们 可 以 从 式 (4.4.6) 出 发 ， 直 接 通 过 计算 洛 朗 展开 
式 的 系数 来 获得 。 然 而 由 于 公式 (4.4.7) 涉及 复 积分 的 计算 ,通常 计 算是 很 复 
杂 的 。 因 此 ， 我 们 一 般 求 函数 的 洛 朗 展 开 式 不 是 直接 从 式 (4.4.6) 出 发 ,而 是 
利用 洛 朗 展开 式 的 唯一 性 ， 设 法 把 函数 拆 成 两 部 分 ， 一 部 分 在 圆 盘 |z-z| < R, 
内 解析 ， 从 而 可 以 展开 成 吞 级 数 ， 另 一 部 分 在 圆周 的 外 部 |z -zo | > Ri 解析 ， 从 
而 可 展开 为 负 壬 次 级 数 。 这样， 我 们 就 可 以 把 泰勒 展开 的 方法 应 用 到 这 时 来。 下 
面 通过 例题 来 说 明 。 


例 4.4.2 求 函数 f(z) = 


fO) = > a, (Ç — zo)" (4.4.13) 
=0，+1，+2，…) RA (4.4 13) 的 两 


Jl 分别 在 图 环 域 ， (1) 0 < |z| <1; (2) 


z- 点 - z-1 
1 < |z | <2 内 展开 为 洛 朗 级 数 。 
解 (1) 在 0< |z| <1 内 ， 由 于 |z| <1， 从 而 | 于 | <1， 则 有 
PUS] 1 'l an 
人 -2 -22,1 3) = 到 -7 
(2) 在 1< |z| <2 内 ， 由于 |z| <2, 从 而 | 十 | aa, |Z | <1, 则 有 


K=- EE =-15 (4 - zA 


e © Í 
=- Za -27 
例 4.4.3 RERA) =zze* 在 0< |z| < + m 内 的 洛 朗 展开 式 。 
解 注意 到 当 |z| < +>, 有 


lt ta + + 
而 当 0 < |z| < +w 时 ， o<|t|<+e, 故 在 上 式 中 令 ! = l/z， 得 


esit. l, 
u e 


SI- 
le 
+ 
£ 


从 而 Pets tarze peagi Ete (O<l|s|< +e) 


例 44.4 RERA) = 283255 在 (1) 1<|zl<3， (2) 3<lzl< 
+= 内 的 洛 朗 展开 式 。 


22-z+5 _ 2 1 
解 fs) = z 
341<|z| <3 8, 有 
so 1 _l. 1 l 29 (z 1 1 
G) s 1 z Z ek za ($) z ( z) 
3 ; 


: 当 3< |z|< +om 时 ， 有 ü 
F) RETES š ` e 
z 2 


= $ 2-3: Se pml za iSi eea 
-A PZ] +2 1) Za = -È S Das 2? 


2:3a, n=2m+1 
其 中 ， s = {ge HC Rn 


PAAS RERS) soos THEO < |:-1| < + 只 内 的 洛 朗 展开 式 。 
解 由 于 
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Ka) =es [22] =cos( 1 +71) =costéos -H - sintsin z 


利用 正弦 ， 余 弦 函 数 的 泰勒 展开 式 ， 得 


i: 
-I 


f= eal D (hr th 
= cost -2 5 e : TEN + 
gip OO" i gop tO < sll<+e) 
第 4 章 小 结 
一 、 导 学 


本 章 讨论 了 复 变 函 数 的 短 级 数 与 洛 朗 级 数 。 短 级 数 与 解析 函数 具有 密切 联 
系 。 一 方面 知 级 数 在 一 定 的 区 域内 收 全 于 一 个 解析 西数 ， 另 一 方面 一 函数 在 其 解 
析 点 的 邻 域内 能 展开 成 筹 级 数 ， 所 以 知 级 数 是 研究 解析 函数 的 性 质 时 所 必 不 可 少 
的 有 力 工具 。 进 一 步 地 ， 在 实际 计算 中 ， 把 函数 展开 成 震级 数 ， 应 用 起 来 也 比较 
方便 。 所 以 ， 宕 级 数 在 复 变 函 数论 中 有 着 特别 重要 的 意义 。 洛 朗 级 数 是 宕 级 数 的 
进一步 发 展 ， 它 由 一 个 通常 〈 非 负 次 的 ) 朝 级 数 与 一 个 只 含 负 次 宕 的 级 数组 合 
而 成 。 洛 朗 级 数 的 和 表示 圆 环 内 的 解析 函数 。 圆 环 的 一 种 嫉 化 情形 是 一 点 的 去 心 
邻 域 ， 而 当 函 数 在 一 点 的 去 心 邻 域内 解析 ， 但 并 不 在 该 点 解析 的 时 候 ， 这 一 点 就 
是 函数 的 孤立 奇 点 。 所 以 ， 洛 朗 级 数 是 研究 解析 函数 的 孤立 奇 点 的 有 力 工具 。 

学 习 本 章 的 基本 要 求 如 下 : 

(1) 熟悉 复数 项 级 数 的 性 质 ， 理 解 级 数 收敛 、 发 散 、 绝 对 收敛 等 概念 以 及 
无 穷 级 数 收敛 的 各 种 条 件 。 

(2) 掌握 寡 级 数 的 收敛 半 径 与 收 敏 区 域 的 求法 与 基本 性 质 ， 记 住 一 些 基 本 
初等 函数 寡 级 数 的 展开 式 ， 掌 握 将 比较 简单 的 解析 函数 展开 为 震级 数 的 基本 方 
法 。 

(3) 掌握 比较 简单 函数 环绕 它 的 孤立 奇 点 展开 为 洛 朗 级 数 的 基本 方法 。 

二 、 内 容 提要 

1. 基本 定理 


(1) 复数 项 级 数 Èa (an5a, tiba, n=1, 2, =) 收 化 的 充分 必要 条 件 
RERA Fa Db, 同时 收敛， 复数 顶级 数 X =, 收 全 的 必要 条 件 是 
n= n= n=l 
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lima, =0; 每 个 绝对 收敛 的 复数 项 级 孝 其 本 身 一 定 是 收敛 的 。 
(2) 着 等 级 数 Eo 在 点 (zn#*0) 收 全 ， 则 它 在 以 原点 为 团 心 ，|s0 | 为 
半径 的 圆周 内 收敛 且 绝 对 收敛 ; 若 级 数 Ear EM zo (26 0) 处 发 散 ， 则 它 在 
WE lel > | 有 | 的 点 :处 发 散 。 
(3) (等 级 数 收 伍 半 径 ) HFEA Xaa", 着 极限 lim 
(或 极限 lim Ta, T = 和) ， 包 括 为 0 或 + 的 情形 ， 则 它 的 收 全 半径 为 


ansi 


=À 


+œ% A=0 
R= + 0<A<+@% 
0 A=+% 


(4) 设 级 数 Xe, z" 的 收敛 半径 为 R>0， 则 

1) 它 的 和 函数 s(z) 在 |z| <R 内 解析 。 

2) 在 收敛 圆 |z| <R 内 ， 敌 级 数 Bor = s(z) 可 以 逐 项 求 任意 阶 导数 ， 且 
s™ (2) =k! a + EF oris EAD la, ,a2 + 要 本 

3) 设 C 为 收敛 圆 盘 |z| < 尽 内 任 一 条 分 段 光 滑 曲线 ， 则 级 数 在 C 上 可 积 ， 


fsa = $ [aa = a, Y [7 
be a20 
(5) (泰勒 展开 定理 ) 设 函数 /(z) 在 区 域 D 内 解析 ，zo 是 D 内 的 一 点 ，R 
28 zo B| 的 边界 的 距离 ， 则 当 |z -zo|<R 时 ， 有 
f(z) =ao +0, (z zo) +a,(z-zo)2 + +a (z2 -z9)” +-+ 


(n) 
其 中 ,0 = a$ ae: a ET a = 1.2,--:), C, Hn HADER 
Elz -2| < 及 内 的 任 一 加 周 。 
(6) RSC) 在 an RITHE Ala) 在 az 点 附近 可 用 震级 数 表示 。 


G) FAI È o(a- 0)" AURR, WIRAHMA 
D:R, < |z- | <R,(0<R, <R,< +% ) 
且 在 刀 内 绝对 收 化 ， 和 函数 在 D 内 解析 ， 而 且 可 以 逐 项 积分 ， 逐 项 求 导 。 


和 


(8) ( 洛 朗 展开 定理 ) RAS) 在 圆 环 域 D: R <|z-z | <R(0<Ri <R,< 
+=) 内 解析, WAO = È a-a)", IP, a = gh use (=0， 


+1，+2，…)。 这 里 C 为 圆 环 域内 任意 的 圆周 : |z-—zo | =R(R <R<R,) 
2. 一 些 常用 初等 函数 的 轩 级 数 展 开 式 ` 


(1) Pp ddz} <1)。 

(2) In(1+z) = .+( 1)" Zgan (lzl <1). 
(3) n aa (|zl<+o)。 

(4) sinz=z- 们 + 于 -+(-D"DE Tt (|zl<+o)。 
(5) essz-fh h Drit (l< +e). 
三 、 疑 难 解析 


1. HRH S) 在 点 zo 处 展开 为 一 个 蹇 级 数 时 ， 则 要 求 刀 z) 在 zo 及 其 某 一 
个 邻 城内 解析 ， 这 个 邻 域 就 是 所 展 枯 级 数 的 收敛 域 。 在 使 用 间接 法 求 短 级 数 时 ， 
一 定 要 注意 所 引用 的 已 有 函数 的 展开 式 成 立 的 条 件 。 一 般 地 说 ， 所 引用 的 函数 展 
开 式 的 条 件 即 为 所 展 级 数 收敛 的 范围 。 


例如 ， 将 函数 f(z) sgg! 处 展开 为 震级 数 时 ， 由 于 此 函数 在 z=1 
及 其 邻 域 jz-1| <1 (以 z=1 HAOS) 的 最 大 范围 的 解析 域 ) 内 解析 。 因 此 ， 
该 级 数 展开 为 割 级 数 的 收敛 范围 即 为 |: -1| <1。 

又 如 ， 利 用 间接 法 将 函数 /(z) = 一 展开 为 关于 WAM, HF 


z+3 
NR -ppr |2 
An= a= i eat D(H ,| 
3 


地 | <1， 即 是 按照 所 引用 函数 [的 展开 式 中 要 求 |z| < 1 来 作 的 。 


2. HERS) 在 点 zo 处 展开 为 一 个 洛 朗 级 数 时 ， 要 求 /(:) 在 某 个 圆 环 
Ri < |z -—zo | < Rs 内 和 解析。 这 个 圆 环 有 的 题目 条 件 中 已 经 给 出 ， 有 的 未 给 出 ， 这 
时 可 以 考虑 在 复 平面 上 画 出 落 数 的 定义 域 的 草图 以 找 出 贺 环 来 。 要 注意 的 是 ， 所 
求 的 圆 环 经 常 是 不 唯一 的 ， 在 使 用 间接 法 求 洛 朗 级 数 时 ， 一 定 要 注意 所 引用 的 已 
有 函数 的 展开 式 成 立 的 条 件 。 一 般 地 说 。 所 引用 的 函数 展开 式 的 条 件 即 为 所 展 级 
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<1>|z]<3 


数 收敛 的 范围 。 具 体 可 见 例 4.4.2, 4.4.3 等 。 

3. 试 说 明 级 数 收 华 、 条 件 收敛、 绝对 收敛 的 概念 之 间 的 异同 。 

E 一 个 级 数 如 果 在 某 个 范围 内 收敛 ， 有 可 能 是 绝对 收敛 的 ， 也 有 可 能 是 条 
件 收敛 的 。 绝 对 收敛 的 级 数 一 定 是 收敛 级 数 ， 但 收 禽 级 数 不 一 定 是 绝对 收 敏 级 数 。 

4. 对 于 一 般 函 数 要 通过 直接 展开 方法 展开 为 老 级 数 ， 由 于 求 其 各 阶 导数 的 
通 式 比 较 困 难 ， 所 以 通常 采用 间接 的 方法 ， 实 际 上 这 是 根据 特级 数 展开 式 的 唯一 
性 ， 利 用 一 些 已 知 函数 香 级 数 展开 式 ， 再 通过 对 短 级 数 进行 变量 代 换 、 四 则 运算 、 
分 析 运 算 〈 逐 项 微分 、 逐 项 积分 等 ) 求 出 所 给 函数 的 者 级 数 展开 式 ， 所 以 必须 记 

1 


住 一 些 基本 函数 的 等级 数 展开 式 ， 如 ef，sinz，cosz，T， 计 ,ln(1+z) 等 。 
四 、 杂 例 i 
例 4.1 设 级 数 Ec tiket, 而 级 数 Y ic, 发 散 ， 证 明 宕 级 数 24 的 
收敛 半径 是 1。 


证 mw Yc. t, HATRA Ý C, 在 = = 1 处 收敛 。 由 阿 贝尔 定 
理 ， 对 于 满足 |z| <1 的 z， 备 级 数 D Ce 绝对 收 化 从 而 该 级 数 的 收 全 半径 
|z| <1。 另 一 方面 ， 若 |R| >1， 则 每 级 数 F C, tiketi 1 < |z| <R 内 绝对 收 


敛 ， 特 别 在 z=1 处 也 绝对 收敛 ， 即 有 È ic, 收敛 ， 与 条 件 矛盾 。 所 以 ， 宕 级 


数 È Car 的 收 人 半径 是 1。 
例 4.2 求 下 列 军 级 数 的 收敛 半径 。 
DEt; 2) y. 
az £ 


n +a" 
(n+1)+an*t|° 


82 (1) 因为 C=n+er， 所 以 ,R= lm 区 | im 
lo 


1+% 
n 


n +a" $ s 
=li (4 


(n+1)+a"*' 


lal<it, R= Jim 


n +à" 


žjal=1 Rf, R= lim araa] 


= lim 
aa 
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入 


(2) 级 数 是 缺 项 级 数 ， c.f "t her ， 所 以 ,R= myg 
例 4.3 求 sinz 在 := -n BRAR, HEN lim SË = -1。 


解 sinz =sin(z+T-T)= -sin(z+T) 


< -Gaam tm (emn Gtm 


nz __ | Meta)? Gt, crm. 
C ant =] 


所 以 


z+ 


mamy- tmt. GED … 在 整个 复 平面 上 是 收敛 的 ， 其 和 函数 o (2) 


sinz 


在 复 平面 上 解析 ， 有 界 。 所 以 ，lim z+T= -1。 
例 4.4 将 函数 0 Fel< ls- il< + % 内 展开 为 洛 朗 级 数 。 
解 当 1<|z- 


aey rz rO er erer) 
下 j om 
eana) ehhe] 
-o (m +1) ( H7 k: È EPET 


例 4.5 REIS, l, Ère. 


解 在 |z| < 寺内 ， Ye wak, IMBES = 二 + 于 = 上 + 二; ! 


l-z’ 
所 以 
用 (y) 5 f. (T+ 1 rts fat Të tz thag rat Re 2 
五 、 思 考题 


1. 宕 级 数 的 和 函数 在 其 收敛 圆 的 内 部 是 否 有 奇 点 ? 在 收敛 圆周 上 是 否 处 处 
收敛 ? 这 个 和 函数 在 收敛 点 上 是 否 解析 ? 
2. 任 一 复 变 函数 是 否 可 展开 为 宕 级 数 ? 任 一 解析 函数 是 否 可 展开 为 宕 级 数 ? 
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3. 将 函数 f(z) 展开 为 震级 数 或 洛 朗 级 数 应 注意 什么 问题 7 


> =m 
A 类 
L 下 列 复数 序列 是 否 有 极限 ? 如 果 有 极限 ， 求 出 其 极限 。 
O nateh, ORT o) = (Z). 
2. 下 列 级 数 是 否 收 敏 ? 是 否 绝对 收敛 ? 
w A(t): ofi oja 


3, 试 证 级 数 š (22)* 在 |z| <172 时 绝对 收 敏 。 
4 求 下 列 级 数 的 收 伍 半 径 。 


WE oR GPA- 
5. 下 列 结论 是 否 正确 ? 为 什么 ? 

(1) 每 一 个 等 级 数 在 它 的 收敛 图 内 与 收敛 圈 上 前 收 仇 ; 

(2) 每 一 个 宕 级 数 收 全 于 一 个 解析 函数 

(3) 每 一 个 在 连续 的 函数 一 定 可 以 在 z 的 某 个 邻 域内 展开 成 泰勒 级 数 。 
6. 把 下 列 各 函数 展 成 :的 宕 级 数 ， 并 指出 它们 的 收 化 半径 。 

1 


w za (2) my (3) coazi 
(4) shz; (5) sind; (6) sinpi, 
7. 求 下 列 函 数 在 指定 点 处 的 泰勒 展开 式 ， 并 指出 它们 的 收敛 半径 。 
w h asi D per = 

(3) 4, x-1; (4) yhp a=ltis 

8. 把 下 列 各 函数 在 指定 的 圆 环 域内 展开 成 洛 朗 级 数 。 

(1) ep 1< |z|<2; 


1 
(2) T-a 0< |z|<1, 0< |z-1|<1; 


(3) re EE 0<lz-1l<l, 1<lz-2|< +0; 


1 
mezi 


(4) 


1<lz|<+%; 


i g 
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€... 


(5) singh, 0< |z-1|< +=, 


B 类 
9. LESA LELEA 


10. 如 果 Ya, AMEEN R, ERAK È Rea) 的 收 敏 半径 >R。 


11. 我 们 知道 ， 函数 -3 当 * 为 任何 实数 时 ， 都 有 确定 的 值 , 但 它 的 泰勒 属 开 式 : TA? 


1 
l+ 
1-2 tt ARMI x1 <1 时 成 立 ， 试 说 明 其 原因 。 
12. 求证 如 下 不 等 式 。 
(1) 对 任意 的 复数 zx 有 |e: -1|<et'!-1< |zle!*l; 


(2) 当 0< |z|<1 时 ,证 明 : 寺 lzl<1e -11 < 本 |z|。 
13. 试 求 下 列 函 数 在 给 定点 的 泰勒 展开 式 。 


(1) tanz，z =+/4, ~ (2) er, z =0; 
(3) sin(2z-2), z =1; (4) emat, 1 =0; 
(5) [In(1+2)]2, z =0; (6) nz， z =iç 


14. 试 求 下 列 函 数 在 给 定 圆 环 域内 的 洛 朗 展开 式 。 


1 i i 

O G 0<|z-il<1; 
1 

(2) TaD” 0< |z+2|<2; 


(3) 


rd 
pr 0< |z|<1。 
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第 4 章 我 们 讨论 了 解析 函数 的 级 数 表示 ， 特 别 是 它 在 一 个 圆 环 域内 
的 洛 朗 级 数 表 示 。 图 环 的 一 种 退化 情形 是 一 点 的 去 心 邻 域 ， 而 当 函 数 在 
一 点 的 去 心 邻 域内 解析 ， 但 并 不 在 该 点 解析 时 ， 这 一 点 就 是 函数 的 一 个 
孤立 奇 点 ， 所 以 洛 朗 级 数 就 成 为 研究 函数 孤立 奇 点 的 一 个 有 力 工具 。 本 | 
章 在 此 基础 上 对 解析 函数 的 孤立 奇 点 进行 分 类 并 讨论 其 性 质 。 解 析 永 数 
在 孤立 奇 点 处 的 留 数 是 解析 函数 论 中 的 重要 概念 之 一 ， 本 章 简要 地 给 出 | 
留 数 概念 及 其 一 般 理 论 ， 最 后 介绍 留 数 理论 的 一 些 应 用 。 


5.1 WLFA 


5.1.1 孤立 奇 点 的 分 类 


定义 5.1 1 ERAS) fE z 点 的 邻 域内 除去 z 点 外 是 解析 的 ， 即 f(z) 
在 去 心 贺 域 D: 0< |z-z| <5 (8>0) 内 处 处 解析 ， 则 称 ao MÆ) 的 一 个 
MERA 


例如 ，z=0 点 是 函数 W, = SZ, W, = sin 上 的 孤立 奇 点 ， 但 虽然 它 也 是 锋 数 
上 的 奇 点 ， 却 不 是 这 个 函数 的 孤立 奇 点 。 因 为 在 :=0 的 任意 邻 域内， 总 


W, = 
z 
有 形 如 = 去 (n=1，2，…) 这 样 的 奇 点 。( 注 意 ; n= 《n=1, 2, =) 都 
是 函数 W, 的 孤立 奇 点 ) 
由 定理 4.4 2 我 们 可 以 在 D 内 将 /(:) 展开 成 洛 朗 级 数 
fay =. +C. (Ca) t t Cal) + 
Co + Gis -a0) + + Caza0)" + = Y C.G Ca)" (ze D) 
(5.1.1) 
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g 复 变 函数 与 积分 变换 


其 中 ， 级 数 (5. 1. 1) 中 负 等 项 部 分 是 函数 f(z) 的 主要 部 分 ， 其 余部 分 〈 包 括 
常数 项 与 正 寡 项 部 分 ) 是 函数 f(z) 的 解析 部 分 。 函 数 扎 z) 的 孤立 疝 点 的 性 质 
主要 取决 于 它 的 主要 部 分 。 根 据 函数 /z) 展开 成 洛 朗 级 数 的 不 同情 况 我 们 将 狐 
立 奇 点 作 如 下 分 类 : 

WRR (5.1.1) PREA t-z 的 负 敌 凑 ,或 说 其 负 竹 项 系数 C -teaC -2， 
AAF, WAMLA zo 称 为 A z) HTAA; WRR (5.1.1) 中 仅 包 含 


有 限 多 个 : -zo 的 负 短 项 , 设 为 . 
Ce 
Gi nit ti (Com 0) (5.1.2). 


则 称 z6 HAC) 的 严 级 极点 ; 如 果 式 (5.1.1) 中 包含 无 限 多 个 z- Jo HNED, 
则 称 zo HSC) MREFA. 
显然 = 也 是 所 z) 的 本 性 奇 点 。 


例 5.11 (1) z=0 ERR M = 人 =: 的 可 去 奇 点 ， 因 为 这 个 函数 的 洛 朗 级 
数 为 


Ar CE =i s ae (0<|zl<%) 
(2) z=0 是 函数 w, = 的 二 级 极点 ， 因 为 
n (n-1) 
m= kO f OD DI (0<|z|<w) 


(3) z=0 是 函数 W; = sin 的 本 性 奇 点 ， 因 为 


FA AN: NE: 
Wy =sin—=— 


+…+(-1) ‘(0<|z|<%) 


! Qn +1)1 27 + 
5.1.2 Pas E ER3LY EF EK BDE JR 

定理 5.1.1 设 函 数 /(z) 在 0< 1z-zo|<6 内 解析 ， 则 zo 是 f(z) 的 可 去 奇 
点 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 有 限 极限 limf(z) 。 


证 必要 性 : 由 假设 , 在 0< |z-z| <5 内 , f(z) 有 洛 朗 展开 式 
Kz) =Co +C, (2-20) + +C, (z-z) += (5.1.3) 
因为 上 式 右 边 矫 级 数 的 收敛 半径 至 少 应 是 8， 所 以 它 的 和 函数 在 |z -zo| <5 内 解 
析 ， 特别 是 在 点 z=zo 处 连续 。 显 然 ， 当 zz#zo BF, limf(z) = Co E Co 为 有 限 数 。 


充分 性 : 设 在 0< |s -zo| <8 内 , f(z) 的 洛 朗 展开 式 是 式 (5.1.1)。 由 于 


3! 


H0 
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limf(z) 存在 且 有 限 ， 则 存在 着 两 个 正 数 必 及 p( <5) 使 得 在 0< |z-z| <p 内 
= 
有 


[f(z) | <M 
那么 由 洛 朗 级 数 系数 的 积分 表达 式 可 知 
1 1 £ Il 
Ic, ne mai kara ds 
=$ Mds = mp = (n=0,+1, +2,.) (5.1.4) 


当 n<0 时 ， A (5.1.4) teri; 就 得 到 C.,=0 (n=1, 2, 3, …)。 可 
见 z Efa) 的 可 去 奇 点 。 

注 ， 由 定理 5.1.1 的 证 明 可 以 知道 ， 当 zo 2 f(z) 的 可 去 奇 点 时 ， 落 补充 定义 

fGo) = lim/(z) =Co 

则 式 (5.1.3) 的 左右 两 端 在 |z-z0| <6 内 相等 ， 而 右 端 在 z0 点 解析 ， 从 而 函数 
f(z) 在 zo 也 解析 。 这 就 是 称 z0 为 函 教 可 去 奇 点 的 由 来 。 今 后 ， 在 谈 到 函数 的 可 
去 奇 点 时 ， 我 们 都 把 它 当 作 是 函数 的 解析 点 看 待 。 

对 于 极点 的 判定 ， 有 如 下 定理 ; 

定理 5.1.2 设 函 数 /(z) 在 0< |z-z| <5 内 解析 , 则 zo 是 f(z) himmal) 
级 极点 的 充分 必要 条 件 为 1(z) 在 0< |z -zol <8 内 可 表示 为 


Ka) =— ela) (5.1.5) 
(z-z) 
其 中 
El) =C n +C ni (2-3) + +G (a=) +e tC 
(5.1.6) 


É |z -zo| <8 I f8r i 68, H g(zo) 0, 
证 必要 性 : Bf) 在 0<1z-z|<5 内 解析 zo 是 f(z) B) m(m>1) 级 
极点 ， oi Qua on 有 洛 朗 展开 式 


AW G: 
flz) = TRY iare PS T+ ti + Co +G (z-2) + +C,(z-zo)" + 
(5.1.7) 
其 中 ， Cno, 于 是 
IO a Cons (E-0) +=: +G (2-2) + tC -a0)" +" +=] 
“tS Ea Tie z) 


且 &(z) 满足 定理 条 件 。 
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ns 


充分 性 ; 当 任何 一 个 函数 f(z) 能 表示 成 式 (5.1.5) 的 形式 时 , 将 g(z) 展 
FARA, RAR (5.1.5) H, TAN) 有 形 如 式 (5.1.7) 的 展开 式 ， 故 
zo DHS) 的 mm 级 极点 。 

由 定理 5. 1.2， 可 得 极点 的 另 一 特征 : 

定理 5.1.3 HRK) 在 0< |:-z0| <8 (0 <8< +=) WE, Mz 是 
f(z) 的 极点 的 充 要 条 件 是 : lmz) = +0. 

综合 定理 5. 1. 2 和 定理 5. 1.3， 可 得 如 下 结论 : 

定理 5.1.4 BHRR) 在 0<1z-zo|<8 (0<5< +%) 内 解析 ， IA zo 
是 fz) 的 本 性 奇 点 的 充 要 条 件 是 : 不 存在 有 限 或 无 穷 的 极限 limf(=) o 


证 明 留 给 读者 。 š 

例 5.1.2 讨论 下 列 各 函数 在 有 限 z 平面 上 有 何 种 奇 点 。 
coaz sa 1 

(1) 2G- D° (2) 3 (3) ex 


# (1) z=0 ERK f(z) = =a 3 4 的 三 级 极点 ， 这 是 因为 


a 
f(z)= e0) 


其 中 ， Ela) -Te 在 z=0 点 解析 且 6(0) = cos0 =1 +0; 同 理 ， 可 得 z=1 是 


f(z) 的 四 级 极点 。 
(2) 注意 到 开 22 在 0 < |z| < += 内 解析 ， 因 而 z =0 是 它 的 孤立 奇 点 ， 而 


由 定理 5.1.2 知 z=0 是 呈 寻 的 可 去 奇 点 。 
(3) 因为 e4 在 0 < |z| < + om 内 解析 ， 故 z=0 是 el 的 孤立 奇 点。 而 


lim e" =œ, Im „e =0 
所 以 lime'“ 不 存在 。 由 定理 5.1.4 Rz = o 是 De 点 ， 这 个 结论 也 可 由 
ea 的 洛 归 展开 式 的 形式 而 获得 ， 因为 
1⁄: 1 1 1 


e =1+ tzat" tat" (0<|z|< +œ) 


5.1.3 解析 函数 极点 级 数 的 判别 方法 
BRAS) 在 zo 的 邻 域 Ns(z) = lz: |z-zo| <8} WRI, Efo) =0, 
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称 z HA) 的 零点 。 设 f(z) EN) 内 的 泰勒 展开 式 为 
Kz) =a (2-3) +m (2-3)? +: +a,(z-z)" += 
如 果 a, =0 (n=1, 2, =), 那么 f(z) 在 NN;(zo) 内 恒 等 于 零 。 如 果 a, a, 
…，an，… 中 不 全 为 零 ， 则 存在 正 整 数 m，a 关 0， 而 对 于 mn <m，an =0, RA 
P zo ÆN) 的 m 级 零点 。 于 是 
f(z) =(z-z0)"9(z) (5.1.8) 
其 中 ，p(z) = an + ansi (3-20) +an+t2(z-20)* + fE N (zo) 内 解析 且 
9(z0) 天 0。 因 而 可 以 找到 一 个 正 数 e, 使 得 当 0 < lz-zlj<e 时 ，p(z) 天 0， 
于 是 f(z) #0， 换 句 话说 ， 存 在 着 so 的 一 个 邻 域 ， 其 中 z 是 f(z) 的 唯一 零 
点 。 
例 5.1.3 z=0 与 z=1 均 为 函数 败 z) =z(z-1)? 的 零点 ,又 注意 到 
f2) =z(z-1)3 = -z+32 -32 +ZÁ(|z|] < +) 
fz) =z(z-1) =[1+(z-1)](z-1)3=(z-1)3+(z-1)4 (lz-1|<+o) 
可 知 z=0，1 分 别 是 fz) 的 一 级 和 三 级 零点 。 由 高 等 数学 的 知识 知道 
定理 5.1.5 HRAS) 在 zw 点 解析 ， 则 zw 是 f(z) 的 m 级 零点 的 充分 必 
要 条 件 是 
flz0) =f' (z0) == =f -P (3) =0, f™ (z) #0 
解析 函数 的 零点 与 极点 有 下 面 的 关系 : 由 定理 5.1.2, # z 23 f(z) BJ m 
(m>) ARA, 


P OR 
则 JG) a)" £) 0 
zi GES) k 
TERM h(z) EOT 以 z H m(m21) 级 零点 ， 即 有 


定理 5.1.6 zw 为 f(z) BJ m(m>1) 级 极点 的 充分 必要 条 件 为 函数 h(z) = 
Ap m AM, BVa Hm>) 级 零点。 


证 ”首先 证 明定 理 的 必要 性 。 如 果 z 是 成 z) 的 m 级 极点 ， 有 
Ka) =a, Gn) "+s +a, (2-30) 7 +a +a; (2-39) += + 
as (3-5)" +- (0n #0) 
得 到 
(2 -20) "fz) =a n +a ms1 (2-39) + +ap(z 30)" + +a, (a 2)" aos 
令 gl(z) 为 上 式 的 右 端 竺 级 数 的 和 函数 ， 则 g(z) 在 zo 点 解析 且 g(zo) =a_ 六 
0。 因 此 存在 zo 的 一 个 邻 域 N, (zo) ， 使 得 g(z) 在 Ns(z) WEIHE gl) #0, 


1 Le S ts ! 
ATEEN o) 内 解析 县 = 让 = 一 *0。 由 此 可 知 
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@ smamnsnama 


g G=)" ("LB +B (2-5) +o] 
=o(3-7)" +61 (z -2)" "t + 
GEP, Bo =y =g 70) No) 内 解析 ， 并 在 4 点 有 一 个 级 零点 。 
对 于 充分 性 的 证 明 只 要 将 上 述 步 邓 反 推 四 去 即 可 。 
例 5.1. 4 试 求 汪 的 奇 点 。 


解 。 丁 数 汪 -的 奇 点 显然 是 使 sinz =0 的 点 ， 这 些 奇 点 是 == km (k=0, +1, 


+2，…)。 它 们 是 -的 孤立 奇 点 。 再 由 于 
(sinz) "| .=eos(km) =( -1)*#0 
所 以 = ku 都 是 sinz 的 一 级 零点 ， 从 而 也 就 是 :上 -的 一 级 极点 。 
应 当 注意 的 是 ， 我 们 在 求 函数 的 奇 点 时 ， 不 能 一 看 函数 的 表面 形式 就 急于 
作出 判断 。 例 如 ，z = 0 pampa os 1 的 四 级 极点， 其 实 是 二 级 极点 。 


因为 
= Hgg 46i -= -37° aert“ 


*5.1.4 ERER M aE 


以 上 讨论 了 有 限 孤 立 奇 点 邻 域内 函数 的 性 质 ， 现 在 我 们 来 讨论 解析 函数 在 无 
穷 远 点 邻 域内 的 性 质 。 

EERS) 在 邻 域 D: R< |z| < += (R>0) WEH, IWER z=% fz) 
的 一 个 孤立 奇 点 。 

设 z=%m 是 f(z) 的 一 个 孤立 奇 点 。 为 了 研究 f(z) 在 z= wm 邻 域内 的 性 质 ， 
我 们 作 变 换 = 1/z， 将 z = % 的 邻 域 变 为 点 4 =0 的 邻 域 ， 函 数 


glt) =f(z) -/(+) (5.1.9) 


在 D': 0< la < 去 内 解析 ， 《=0 是 它 的 一 个 孤立 奇 点 。 如 果 = 0 是 函数 g(¿) 


的 可 去 奇 点 、( 严 级 ) 极点 或 本 性 奇 点 ， 那 么 分 别称 z= 中 是 函数 所 z) 的 可 去 奇 
点 、 (m) 极点 或 本 性 奇 点 。 
由 于 fz) 在 区 域 D: R< |z| < + % 内 解析 ， 所 以 它 在 D 内 可 以 展开 成 洛 朗 
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级 数 ， 根 据 定理 4.4. 2， 我 们 有 
flz)= Ya. +a + Tar 05. 1. 10) 
aal n=] 
其 中 ,oa = (n=0, 41, +2, =), € XED 内 绕 原点 的 任何 一 条 


正 向 简单 闭 曲 线 。 因 此 g(t) EARR D: 0 < |¿| < 去 内 的 洛 朗 级 数 可 根据 式 
(5.1.10) 得 到 ， 即 
g(t)= Ze +a 十 2 og” (5.1.11) 


如 果 在 级 数 (5. 1. 11) H, KAMEN, SAREHNE NE L” HRR 
负 赛 和 有 无 限 多 的 负 宕 项 ， 那 么 4 =0 分 别 是 g(t) 的 可 去 奇 点 、m 级 极点 和 本 
性 奇 点 。 这 样 根据 上 面 的 规定 ， 我 们 有 : 

(1) 当 a, =0(n=1, 2, =) BF, z= ERAS) 的 可 去 奇 点 。 

(2) 354a,#0, am, =a,,2 =" =0(mEN), z=% 是 函数 /(z) 的 m 级 极 
点 。 

(3) 当 有 无 穷 多 个 自然 数 n， 使 得 a, #0, z=0 是 函数 /(z) WEERA. 

与 级 数 (5.1.11) 的 情形 相对 应 ， 级 数 

(= X ws) = Xa, 

分 别称 为 洛 朗 级 数 (5. 1. 10) 的 解析 部 分 和 主要 部 分 。 

定理 5. 1.2 ~5.1.4 都 可 以 立即 转移 到 无 穷 远 点 的 情形 。 

定理 5.1.7 设 z=% 是 函数 1(z) 的 孤立 奇 点 , 则 z=% 是 f(z) 的 可 去 奇 
点 、 极 点 或 本 性 奇 点 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 有 限 、 无 穷 极限 或 不 存在 有 限 或 无 
穷 的 极限 。 


PAN, EA) = 一 5 在 国 环 域 1< |z| < + = 内 可 以 展开 成 
1 1 1 1 1 1 


Or p EP 
F: 


它 的 正 宕 项 系数 全 部 为 零 ， 所 以 % 是 f(z) 的 可 去 奇 点 。 
XA, EHS) =a +az+ +a (a, 20), RAERD, HS) 含有 
的 关于 z 的 最 高 正 寡 项 为 ai*， 所 以 z= % 为 它 的 上 级 极点 。 再 如 cosz 的 展开 式 
Po eR E (lzl<+om) 
21 41 (2m)! 
它 的 正 短 项 的 系数 有 无 穷 多 个 不 为 零 ， 所 以 是 它 的 本 性 奇 点 。 
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$... 积分 变换 


5.2 E% 


5.2.1 留 数 的 定义 及 计算 
BERN) 在 ao 上 的 某 邻 域内 解析 ， 则 对 于 这 个 邻 域 内 的 任何 _- 条 包含 x 
的 简单 闭 曲 线 C， 有 
$ flz)dz = 0 
但 是 ,如 果 /(z) 是 在 HENEB D: 0 < |z -| <8 内 解析 , a Efla) 
的 孤立 奇 点 ， 则 上 述 积 分 就 不 一 定 为 零 。 因 为 此 时 ， 本 数 Az) 在 0< |z- a| <8 
内 可 展开 为 洛 衣 级 数 /(z) = F C.G - 5)" ， 其 洛 朗 系数 为 


c, == f a (n =0,+1, +2,..) 
m1 


(z -i0) 
其 中 ，C: |z-z0|=p(0 <p <8)。 
特别 地 ， 当 n= -1 时 , 得 


ĉa = za TOL RÉ /(z)dr = 2miC _， 


于 是 ， 当 知道 了 Cl 时 ， 就 等 于 知道 了 积分 /<) d: 的 值 。 由 此 便 产 生 了 留 数 的 


概念 。 
定义 5.2.1 设 z 是 函数 /(z) -的 孤立 奇 点 , 则 称 积分 值 
I 去 (UOLS (5.2.1) 
HERMS) FER zo 处 的 留 数 ， 记 作 Res [f(z), zo] EQ Res[f(z)], 其 中 C 是 
包含 在 了 内 且 围绕 zo 的 任何 一 条 正 向 简单 闭 曲 线 。 
由 上 


Res[/(2) ,10] = zE $ (as = Ca (5.2.2) 
显然 ` Š 
hf) de = 22iRes[f(z) ,10] = 226iC_, 
例 5.2.1 RERS) = 号 在 z=0 处 的 留 数 。 
解 由 于 ` 
116 


fa) = 气 = =L fa -+ + 二 + 十 … 十 y Ses 


所 以 ,Res(f(z), 0) =1。 
定理 5.2.1 ( 留 数 定理 ) 设 C 是 一 条 正 向 的 简单 闭 曲 线 ， 若 函数 /z) 在 C 
上 及 C 的 内 部 刀 除 去 有 限 个 孤立 奇 点 3 ,2 ，…，zm 外 处 外 解析， 那么 


(MOLE = 2mi Y, Res[/(z) ,24] (5.2.3) 
kzi 


证 在 DD 内 以 (k=1, 2,，…，,n) 为 圆心 作 小 圆周 C4， 使 得 每 一 个 C, 都 
在 其 余 圆 周 的 外 部 〈 见 图 5.2. 1) 。 由 
复合 闭路 的 柯 西 定理 ， 有 


re = Y$ a 
由 贸 数 的 定义 ， 得 


OLA = 2wi $ Res[/(), z) 
5.2.2 留 数 的 计算 


m 521 

留 数 定理 把 闭 曲 线 上 复 积分 问题 转化 为 计算 各 个 孤立 奇 点 上 留 数 的 问题 。 
由 于 把 一 个 函数 在 每 一 个 孤立 奇 点 处 展开 为 洛 朗 级 数 并 不 是 一 件 简单 的 事情 ， 
为 此 ， 下 面 我 们 根据 孤立 奇 点 的 不 同类 型 ， 分 别 建立 留 数 计算 的 一 些 简 便 方 
法 。 

1. 可 去 闸 点 处 的 留 数 

如 果 zo 为 函数 /(z) 的 可 去 奇 点 ， 由 上 面 的 讨论 知 


Res(/(z), z) =C_; =0 
2. 极点 处 的 留 数 
定理 5.2.2 WMF zo Hfz) HS 则 
Res[ f(z) ,z0] = = ylei P ige z)"”f(z)] (5.2.4) 

注 ; # m AM, WTRAM AHE, -ARAR 

证 由 于 
Kz) =C_,(z-z) -+…+C_a(z-z)-2+Ci(z-z)-1+Co+Ci(z-zo) +… 
以 (z-z)” 乘 上 式 的 两 端 ， 得 

(z-zo)"f(z) =C m + +C a(3-2)"? +C 1 (z-29)" + 
Cola =z)" +C (2 =3)”*! +- 
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和 
s" — 


两 边 求 m -1 阶 导数 ， 得 
SG)" /(G))=(m-1)1 C., *+m(m -1)--2C0(z 20) + 


(m +1)m--:3C,(z—zo)2 ++ 
So 两 端 求 极限 ， 右 端的 极限 是 (m -1)! C1, sÇ (5.2.2) RER 
(5.2.4)。 
推论 1 如 果 z 为 几 z) 的 一 级 极点 ,那么 
Res [f(z), z] i (z-zo) f(z) (5.2.5) 


证 在 式 (5.2.4) 中 取 m=1 即 得 式 (5.2.5)。 

推论 2 设 /(z) =P(z)/Q(z), P(z) 及 Q(z) HER zo M, WR PC) 0, 
Q(z0) =0, Q'(z0)*0, 那么 zj IAC) 的 一 级 极点 ， 并 且 

Res [f(z), zo] = (5.2.6) 

证 因为 C(a) =0 R Q(z) #0, LA z 为 0(z) 的 一 级 零点 ， 从 而 zo 为 

1/002) 的 一 级 极点 。 因 此 
k `< | (2) 
COREEA 

EP, e(z) ER 解析 ， 且 9(z) #0 FE 


` (a) = iO 


这 里 ，&g(z) =p(z)P(z) 在 解析, H g(zo) =p(z)P(z) 天 0， 故 zo H fC) 
的 一 级 极点 。 由 推论 1 得 Res [f(z), zo] = f(z), 而 Q(z0) =0， 


所 以 


-aA = Pz) 
GAO =O -0 


z-z 
令 zz 即 得 式 (5.2.6). 


例 5.2.2 BASO = [和 有 两 个 一 级 极点 z= <i， 记 P(z) e, Qa) = 
1+2, B$ 


P(z)/Q'(2) =e 


由 式 (5.2.6) ,得 
Res [f(z), i] = -去 , Res[/(2), ~i) =e 
例 5.2.3 WAS) = secz/z 在 z=0 有 三 级 极点 ， 由 式 (5.2.5) 得 
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p. e 


Rolla) 0] = himala e 


3. AHER AER MS 
函数 在 本 性 奇 点 处 的 留 数 没有 像 极 点 的 情形 那样 容易 计算 ， 一 般 需求 出 其 洛 
朗 展开 式 ， 再 定 出 留 数 。 当 然 这 一 方法 并 不 排斥 应 用 在 极点 的 情形 。 


例 5.2.4 f(z) =cos L, z=0 点 是 它 的 本 性 奇 点 ， 由 洛 朗 展开 式 


C", 
JG): > Cj 
可 得 Res[/(z),0] =C.,=0, 


$ 
例 5.2.5 Ka) =e, z=0 点 是 它 的 本 性 奇 点 ， 由 于 


Ka) ECEN +z+Z ++ +z +e)" (! + t> tt td +) 


Res[ 


er 1 S 
Er AES iia sapo pt sys E 


例 5.2.6 计算 积分 1 = fr ae 


解 BFA) = 了 0 在 0< |z| <2= 内 解析 ， 由 留 数 定义， 
I=2miRe[/(2) ,0]。 又 z=0 为 1z) 的 二 级 极点 ， x 
Res[f(z) ,0] =lim /2) = lm d. 


sinz \ _ 1 
/0dz\1 一 ef 3) Ta 
于 是 

7=2miRes[Lf(z) ,0] =mi 
5.2.3” 函数 在 无 穷 远 点 处 的 留 数 


若 z= 四 是 所 z) 的 孤立 奇 点 ， 即 所 z) 在 尺 < |z| < +o REN, RIEL) 
在 z=% 的 留 数 为 


Restflz) ,m1 = 守法 .Ka)dz (5.2.7) 


其 中 ，C -为 包含 在 区 域 D: R< |z| < + % 内 且 围 绕 原 点 的 任意 一 条 沿 顺 时 针 方 
向 的 简单 闭 曲线 (这 个 方向 很 自然 地 被 看 做 是 绕 无 穷 远 点 的 正 向 ) 。 
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和 
—— 


由 于 f(z) 在 R< |z| < += 内 可 展开 为 洛 朗 级 数 
Ka) = 三 Cr 
ERRERA MCO 逐 项 积分 ， 并 根据 公式 〈5.2. 2) 有 


Res[f(z),% ] =$. f(z)dz = =o > kc, =-C_, (5.2.8) 

于 是 ， 如 果 我 们 知道 函数 f(z) 在 孤立 奇 点 z (有 限 或 无 穷 远 点 ) 附近 的 洛 朗 展 
开 式 ， 那 么 我 们 就 知道 了 f(z) 在 zw 点 的 留 数 。 

通过 上 面 的 讨论 可 知 ， 若 zo 是 f(z) 的 可 去 奇 点 , Hoo, W Res[/(z), 
zo] =0; 但 是 若 z = , BZ Res[f(z) ,% ] 不 一 定 为 零 。 比 如 f(z) =1 +1⁄z, 
它 在 无 穷 远 点 的 留 数 ， 由 式 (5.2.4) 知 为 -1， 尽管 :。=% 是 f(z) 的 可 去 
ËA 

利用 留 数 基本 定理 ， 我 们 可 以 得 到 如 下 的 关于 无 穷 远 点 的 留 数 计算 规则 。 


定理 5.2.3 Res[/(z) ,ə ] = -Re|/(+);>o] (5.2.9) 
证 在 无 穷 远 点 的 留 数 定义 中 ， 取 正 向 简单 闭 曲线 C 为 半径 足够 大 的 正 向 

圆周 : |z| =R, 令 z=1/， 并 设 z:=Re”, ¿=re@, W|R=1/r, p= -0， 于 是 有 
Res[f(),=] =- zif f) = $ 0) 


- > W: Reie)Rieiedo = fA Re-)Rie-9( — d9) 


1 111 
= 让 太志 hgy”) = -了 Jz% 
(igl =1/R 为 正 向 ) 
由 于 f(z) 在 R< |z| < + m 内 解析 ， 从 而 /DD 在 90< IEIR 内 解析 ， 因 


此 作 二 ) 吉 在 lt1<1VR 上 除 4=0 外 没有 其 他 奇 点 。 由 贸 数 定理 ,得 


aha A4 zg% = Re[(1 Jz zo] 
所 以 式 (5.2.9) 成 立 。 
定理 5.2.4 如果 函数 妃 z) 在 扩充 的 复 平面 内 只 有 有 限 个 奇 点， 那么 成 z) 在 
MARAA 〈 包 括 o 点) 的 留 数 总 和 必 等 于 零 。 
证 设 /(z) 的 有 限 奇 点 为 z(k=1，2，…，n)。 以 原点 为 图 心 ， 作 半径 为 R 
的 充分 大 的 圆周 C， 使 得 C 的 内 部 包含 ,2 ，…，z， 从 而 由 留 数 基 本 定理 得 


120 


人 ad = 2mi 立 Res[f(z) ,zx] 
fa 


又 因 
SAd =- Rela), o] 
所 以 
Res[/(z),>% ] + È Rel) ]= EOL n aya: =0 (5.2.10) 
例 5.2.7 f(z) =7 om (m0) 是 实 常数 ，z = +i 是 f(z) 的 一 级 极点 ， 
z=m 是 fz) 的 本 性 奇 点 。 


Res[/(z) ,i] =lim(z -D ara" - je" 


BJ; Res[/(2),-il =e" 
再 由 式 (5.2. 10) 可 知 


Res[f(z),%] = -Res[/(z),i] -Res[/(z), -i] = - i= 


= —ishm 


例 5.2.8 f(z) BE, z= -1 是 f(z) 的 三 级 极点 ,z= 是 f(z) 的 本 性 
ELA 


1 
i sin 2z 
me bo Uda dad i] 


= —2sin (-2) = 2si 2 
1 


再 由 式 (5.2.10) 得 
Res[/(z) ,om ] = -2sin2 


例 5.2.9 。( 续 例 5.2.5) f(z) =EL, z=1 是/(z) 一 级 极点 ,z=0 是/(z) 
的 本 性 奇 点 ,z= 名 是 /(z) 的 可 去 奇 点 。 


Res[ f(z) ,1] =lim(z -1) T= = 


由 于 当 |z| 充 分 大 时 有 
és u q U S k ep S eq 1.47 ia 
f) =y—;= -二 en en i +z +=) Y z + 到 + 
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所 以 
Res[f(z),æœ] = -C_,=1 
Res[f(z),0] = - Res[f(z),1] - Res[ f(z), œ% ] =e -1 

这 也 是 例 5. 2. 5 中 的 结果 。 

从 上 面 几 例 看 出 ， 如 果 函 数 包 z) 满 足 定理 5.2. 4 RHR, KRA) ERIM 
立 奇 点 的 留 数 时 ， 我 们 总 是 先 求 出 比较 容易 计算 的 孤立 奇 点 的 留 数 ， 然 后 利用 式 
(5.2.10) 便 可 求 出 较 难 计算 的 留 数 。 但 如 果 有 好 几 个 点 上 的 留 数 都 比较 难 计 
算 , R (5.2. 10) 的 应 用 也 比较 由 难 。 

下 面 例子 展示 了 留 数 定理 在 计算 复 积分 中 的 应 用 。 


: |z| =2 


, +i 都 在 圆 |z| =2 


解 解法 1 被 积 函 数 /(z) =z 
内 ， 所 以 由 留 数 定理 有 
f g gk = 2m[Res[f(z) 1] + Res[/tz)，- 1 + Res[/(2) i] + Res[/(2), = i} 


TO a ie 


AS ra uapa 
frit smiga r rh? 
解法 2 函数 在 |z| =2 的 外 部 ， 除 % 点 外 没有 其 他 奇 点 ， 因 此 根据 式 


(5.2.9) 和 (5.2.10) 知 
Res[/(z),1] +Res[f(z), -1] +Res[/(z),i] +Res[f(z), -i] +Res[f(z),% ] =0 
从 而 
$ >e = 2mi|Res[/(z) 1) + Res[/(2), = 1) + Res[/(z) i) + Res), = i1} 


记 P(z) =z, Q(2) =# -1 


= -2riResL(za),m ] =2miRes[ 几 二 ) 到 ,0] 


=2riRes| 7 F 


5.3 ” 留 数 在 定 积分 计算 中 的 应 用 


在 很 多 实际 问题 及 理论 研究 中 ， 往 往 需要 计算 一 些 其 被 积 函 数 很 难 用 初等 函 
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数 表示 出 来 的 定 积分 ， 例 如 ， 有 阻尼 的 振动 问题 | Sa; 热传导 问题 


f] e eosbzda(a > 0); 光 的 折射 问题 六 sin ?ds 等 。 这 一 节 ， 我 们 讨论 如 何 应 


用 留 数 计算 上 述 问题 的 积分 。 这 种 方法 的 基本 思想 是 把 所 给 定 积分 化 为 一 个 解析 
函数 沿 某 一 简单 闭 曲 线 的 复 积 分 ， 然 后 利用 留 数 求 出 积分 值 。 下 面 我 们 来 阐述 怎 
样 利用 留 数 求 某 几 种 特殊 形式 的 定 积分 的 问题 。 


5.3.1 形 如 f Rico, sing) 0 的 积分 
R(cosg，sing) 为 sing 和 cos@ 的 有 理 函 数 且 在 [0, 2r] 上 连续 。 这 类 积分 
可 以 化 为 单位 圆周 上 的 复 积分 。 设 z=e*， 则 


eosg = 二 (oo +e") = 二 :+L)s (22+1) 
z 


1 
2z 
去 (2 -1) 


sin = Fle -e-9) = 去 (:- 二 = 


do =de” =-Laz 
ie = 


当 9 从 0 变 到 2m BF, z 沿 单位 圆周 : |z| =1 逆 时 针 绕 行 一 周 ， 于 是 


[RCcosg,sing) dg = $. R I Zo g 


由 于 R(ecosg，sing) 在 [0, 2n] 上 连续 ， 所 以 f(z) =r(Żt, 二 + 


在 |z| =1 上 无 极点 ， 且 为 z 的 有 理 函 数 。 若 mu a, =, a, Æ fl) EM |z| <1 
内 的 极点 ， 则 


及 R(eoae,sin6)dg = 2mi $ Res[/(2),a,] (5.3.1) 


例 5.3.1 计算 积分 ("9 


M z=, m 
1 a 
0 2+cos@ i Jl:l=12 +4z+1 


在 |z| < 1 内 只 有 一 个 极点 z = - 2 + /3, 所 以 


由 于 被 积 函数 f(z) = = 


I= 2mi-Res(/(2), -2+.)= an 


-21 
22-245 B 


p cos20 
例 5.3.2 计算 1 = |" Sa zd0(0 <p < 1) 的 值 。 


123 


和 


解 ”由 于 0 <p <1， 被 积 函数 的 分 母 1 -2pcosg +p? = (1 -p)? +2p(1 — cos0) 
在 0<b<2m 上 不 为 零 ， 因 而 积分 是 有 意义 的 。 设 z=e*， 则 


coa20 = 于 (< +e 20) -去 (2 +z 2) 
+z? 1 dz 
PE 


1 +Z 
= ——W = z 
faa sa PPSYFESS) J a FG) 


WegU88= 4: =0, p, 二 中 只 有 前 两 个 在 加 |z =1 内 ， 其 中 z=0 为 二 级 
极点 ，z =p 为 一 级 极点 ， 而 
1+z 
mettle) 01 -ia T G} 


olim? -p +p) - (1 +) -2p +p) L+ 
parj 2i (z -pr -p +p?z)2 2ip? 


Res[ F(z) ,p] =lim[ (z -p) + 
n 
从 而 


—= t —]- 1+p’ 
2iZ(1-pz)(z-p)] 2ip2(1 -p2) 


T=2mi{Res[ F(z) ,0] +Res[F(z),p]) 
222 Les 2 plt 1.222 
smil- apay] "1-9 
5.3.2 wf” TRN 
当 被 积 函数 R(*) 是 x 的 有 理 函 数 ， 而 分 母 的 次 数 至 少 比 分 子 的 次 数 高 二 
次 , 并且 R(x) 在 实 轴 上 没有 告 点 时 ， 积 分 是 存在 的 。 若 设 R(z) 在 上 半 平 面 
Im z >0 的 极点 为 a m, =, ap, W 


三 Re)dz 2ni Y Res[ R(2) ,ai] (5.3.2) 
=. ksi 
事实 上 ， 不 失去 一 般 性 ， 设 
$ Z+ +a y 
(= 


(m -n>2) 
我 们 取 积 分 路 线 如 图 5. 3. 1 所 示 ， 其 中 C, 是 以 原 
点 为 中 心 、R 为 半径 的 在 上 半 平 面 的 半圆 周 ， 取 
REKK, 使 R(z) 所 有 的 在 上 半 平 面 Im z >0 的 
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极点 al m, = a, 都 包含 在 这 积分 路 线 之 内 。 根 据 留 数 定理 ， 得 
JÉ Rd + [RO = zm Res[R(z) ,ax] (5.3.3) 
= x a 
这 个 等 式 , 不 因 C, 半径 尺 不 断 增 大 而 有 所 改变 。 又 注意 到 
IRG) |= |1+az- 1 + +a,z "| 
(z) "Ty" bhr + bz" | 
i 1+|oz-1+…+asz"| 
Sm " 1-|bz! +. +5b,z7"| 
而 当 |z| 充 分 大 时 ， 总 可 以 使 


laz“! + +a, z-"| < 工 
x ni 2 


[bz + tbaic 


由 于 m -n>2, 故 有 


1R(z) | < 


|s|” 1- 
因此 ， 在 半径 及 充分 大 的 Ca 上 ， 有 

| [Rad] [RCs) läs < =R -3 
所 以 , 当 R 一 + ont, | Rado, ATER (5.3.3) 中 令 R— += , WB 


A (5.3.2). 
特别 地 ， 若 R(x) 为 偶 函 数 ， 那 么 


[i Rà = mi Res[ RC) ,oa (5.3.4) 
zi x? dx 
例 5.3.3 计算 积分 1 三 rle > Ob > 0) 的 值 。 
解 EBRO =r ar ČER (5.3.2) 的 条 件 ， 因 此 积分 是 存 
在 的 。 由 于 R(z) 在 上 半 平 面 Im z>0 内 只 有 一 级 极点 ai fll bi, HW 
š z i 
Res[R(z) ,ai sales Ta) 
Res[R(z) ,= 一 外 — 


= = É) 
所 以 由 式 (5.3.2)， 得 


p... 


I=2xwi(Res[R(z),ai] + Res[ R(z),bi]] 


=2mi( zp- a e m) 
例 5.3.4 计算 IT= |” a (n=0, DAAN 
解 RG) syam ARER, 且 满 足 本 段 开 头 对 R(z) 所 提 到 的 条 件 。 
R(z) 在 Im z>0 内 以 z=i 为 n+1 级 极点 ， 经 计算 
Res[ R(s) i) = him f (z-i) t i } 


(1 +2)" 
-iet (z+i) -1 
i (n+1)(n+2):…(2n) __ (2n)! 
aaan 222 (n1)22i 


HA (5.3.4) ， 知 

(2n)! (2n -1)1! 

l, =miRes[R(z), i] = -riz 3: Gi 
a 
b sf 1+@2 2 


(n#0) 


5.3.3 形 如 J R(x)ewdx(a >0) 的 积分 


当 被 积 函数 R(x) 是 x 的 有 理 函 数 ， 而 分 母 次 数 至 少 比分 子 的 次 数 高 一 一 次 ， 
HE R(x) “Aaa iya: 积分 是 存在 的 。 若 设 R(z) 在 上 半 平 面 Im z > 0 
内 的 极点 为 m ，as，…，a,， 则 


AE n a] (5.3.5) 
同 式 (5.3.2) 对 R(z) 的 处 理 一 一 样 ， 由 于 mm -n>>1， 故 对 于 充分 大 的 
|z|， 有 
3 
IRG)|<TT 


因此 ， 在 半径 充分 大 的 半圆 周 C, E, 2 z = 
x+iy, 有 


|Lzaeeas|< [ IRG) Ile |ds < Shea 


= 3 [T esa = 6 人 adg 
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<6 fe ag =a -e-*) 
( 见 图 5.3.2) 可 见 
Jim [ R(z)ei#dz = 0 (5.3.6) 
另 一 方面 ， 由 留 数 定理 ， 有 
f R(a)eáx + 人 R(z)erdz = 2mi $ Res[R(a)e'* ,ax] 
-R R k=1 


注意 到 式 (5.3.6), Q R—%@ ， 即 得 式 (5. 3.5)。 
例 5.3.5 计算 积分 〈 拉 普 拉 斯 积分 ) 。 


+e cosax 
I= jz: Fases (a>0) 


解 由 于 
= Re {fie } 
函数 R(z) = Ta m= =2, n=0, m -n=2>1， 因 此 这 积分 是 存在 的 。R(z) 在 
Tisma 一 的 一 级 极点 z=i， 留 数 
Res[R(z)eie ,i] = lim(z — I) PTE T 
故 由 式 (5.3.5) ， 得 


e 1 a 
a 2) 52° 


同 理 可 得 


eb a 


' 例 5.3.6 计算 1 = f pda > 0) 的 值 。 


解 m=2, n=1, m-n=1， 因 而 所 求 积分 是 存在 的 。R(z) = Siy 在 上 半 
平面 内 有 一 级 极点 ci， 故 


Ñ z gÀ idqx = 2miRes[ R(z)e*,ai] = 2i = mie™ 
+ _xsinx 1 we ix S 
lara =m{| 22 a] 
注意 到 被 积 函 数 为 偶 函 数 ， 故 
+“ xsin 1° x A Ez 
a = +a = 了 二 | -二 te y" 
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我 们 应 该 注意 ， 应 用 例 5. 3. 2，5. 3. 3 中 的 方法 ， 求 出 的 是 广义 积分 的 主 值 。 
但 在 实际 问题 中 ,或 者 只 需要 求 主 值 ， 或 者 难 预 先 判断 出 这 一 广义 积分 的 收敛 
性 ， 在 此 种 情形 ， 所 求 出 的 那个 主 值 恰好 就 是 所 需要 的 值 。 

另 一 方面 ， 上 面 所 提 到 的 例 5. 3.2，5. 3.3 两 类 积分 中 ， 都 要 求 被 积 本 数 中 
的 R(z) 在 实 轴 上 无 奇 点 。 对 于 不 满足 这 个 条 件 的 积分 应 如 何 计算 却 未 曾 涉及 。 
其 实 ， 这 时 也 往往 可 适当 改变 积分 路 径 ， 使 得 积分 可 求 。 有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 
参考 文献 [2] 。 


“5.4 辐 角 原理 与 儒 歇 定理 


留 数理 论 的 重要 应 用 之 一 是 计算 积分 : zf Rd, EA AC) mam 


数 (这 个 名 称 来 源 于 是 In(z) = 全 后)。 由 它 推出 的 畏 角 原 理 提供 了 计算 解析 本 


数 零点 个 数 的 一 个 有 效 方法 。 特 别 是 ， 可 以 借 此 研究 在 一 个 指定 区 域内 多 项 式 零 
点 个 数 的 问题 。 


5.4.1 对 数 留 数 定理 


定理 5. 4.1 如 果 f(z) 在 简单 光滑 闭 曲线 C 上 解析 且 不 为 零 ， 在 C 的 内 部 除 
去 有 限 个 极点 b =1，2，…， m) 外 也 处 处 解析 ，a (k=1, 2, =, n) 是 
SNE C 内 的 零点 ， 函 数 p(z) 在 C 上 及 C 的 内 部 处 处 解析 ， 则 


ahoo HD = È aeta) - art (5.4.1) 
其 中 ,a ESC EA a, 的 级 , B 5 f 2) 098 b, 的 级 ，C 取 正 方向 。 


证 BFC) =e@(z)f(z)/fGz), C 的 内 部 为 也 ， 则 由 定理 假设 F(z) 在 D 上 除 
Ea (k=1, 2, =, n) Mb; G=1, 2, >, m) 外 是 解析 的 ， 由 留 数 定理 得 


pa OR a y = XY. Res[/() a.) = ZR) sb] (5.4.2) 
下 面 我 们 求 Res[ F(z), ay] s Æ D 内 作 以 a, 为 圆心 的 小 圆 : |z-a,|<8, 
(k=1, 2, =, n), ZERENA A f(z) 88 B. 
Ka)=(2-a,)"g(2), gla) #0 
求 导数 得 
fG)= a, (z - ar) g(z) + (z - a,)™g' (z) 
所 以 在 0< |z -a, | <8, 内 有 
La =- % ¿(m 
JG) z-a g(2) 
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可 见 ， 不 论 a, E (z) 88JUBRE SK, a, 总 是 函数 户 (z)Mf(z) 的 一 级 极点 。 另 
HM, ÆA l-al <8, 内 p(z) 解 析 ， 它 在 其 内 的 泰勒 展开 式 为 
plz) =pla,) +@'(a,) (z —a,) + =@(a,) +(z-a,)e, (z) 


OR, w (a) = Ca) +SEE aa, tte lasal <, 内 解析 ， 放 在 0 < 
lz-ar| <8, 内 有 


F(z) =F — 人 


其 中 ，s(z) zaple) +00) E Cte l-al < 内 是 解析 的 。 于 是 
Rel PO) a] = limf (a-a) [EC o ]]=ae(a) (5.4.3) 
接 下 去 我 们 求 Res[ F(z) ,bj] 。 作 以 5 为 圆心 的 小 圆 环 


0<lz-b| <y; CG=1,2,., m) 
EEIN f a) Er B. 
Ma) 
ID = IS: 


其 中 ，h(z) 在 加 |z-5| <y; 内 解析 以 及 h(b) #0。 因 为 
Bh(z) h'(z) 
TOS Gs Cb 
所 以 在 0< |z =b, | <y 内 有 
A = z 
fG) z-b; h(2) 
上 式 表明 ,不论 b ES) 的 几 级 极点 ，z =b; BEERS (2)/f C) 的 一 级 
极点 。 
由 9(z) 在 加 |z- 忆 | < 内 解析 ， 则 
e(z) =p(b;) + (z =b); (2) 
Eh, YO) =e) +P) (a-b) tela -bl < 内 是 解析 的 。 记 以 在 
0<|[z-b,| < 内 有 
vf- -fret +76) 
其 中 ，T(2) = -By(z) to K OE l-b) <y; 内 是 解析 的 。 于 是 
yy zi 
Res[ F(z) ,b;] =äaf -b| -Pe Pto] -Bp(b) (5.4.4) 
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HR (5.4.3) MR (5.4.4) RAR (5.4.2) 立即 得 式 (5.4.1). 
推论 ”如果 扩 z) 在 简单 闭 曲线 C 上 解析 且 不 为 零 ，C 的 内 部 除去 有 限 个 极点 
以 外 也 处 处 解析 ， 那 么 


1 
HOt m- p (5.4.5) 


其 中 ,mm 为/(z) 在 C 内 零点 的 总 个 数 ,p HS) 在 C 内 极点 的 总 个 数 ， 且 C 取 正 方 
向 ， 在 计算 零点 与 极点 的 个 数 时 , m 级 零点 (或 极点 ) 算 作 m 个 零点 (或 极点 ) o 
证 在 式 (5.4.1) iyan = 1, 则 


而 Ba ` 2e u p 
由 m ,p 定 义 知 m = Bop = xe, 从 而 式 (5.4.5) 成 立 。 
S 六 


5.4.2 辐 角 原理 p 多 
现在 我 们 来 解释 对 数 留 数 wafe) 

(5.4.5) 的 几何 意义 。 为 此 ， 局 

考 虚 映射 m=f(z) 。 当 =z 点 沿 曲 c 

# C 的 正方 向 绕 行 一 周 时 ， 对 


应 的 点 就 在 ww 平面 上 面 出 一 ee 
条 连续 的 闭 曲线 (不 一 定 是 简 i 
MMR r, 由 于 人 (5 0，seC， 所 以 不 通过 原点 ， 如 图 4.1 BR, TA 


dw 
pe ed fz) 2ni. a 


这 里 dw/w A 由 于 
P dLnw 
2miJr -z$ 


= 当 w 沿 丁 的 方向 由 起 点 回 到 终点 时 Low 的 改变 量 } 
下 面 我 们 讨论 Lnw 的 改变 量 。 注 意 到 
Lnw=Ln|w| +i(argw +2kr) (k=0, +1, +2, ++) (5.4.6) 
ILAT 是 一 条 简单 闭 曲 线 时 ， 在 内 部 含有 原点 的 情况 下 ， 当 w 绕 古 一 周 
Bf, R (5.4.6) 右 端的 第 一 项 Ln|w| 回 到 它 原来 的 值 ， 故 这 一 项 无 改变 量 。 而 
第 二 项 的 改变 量 为 +2mi ， 逆 时 针 时 为 正 号 ， 反 之 带 负 号 ; 在 本 内 部 不 含有 原点 
的 情况 下 式 (5.4.6) 右 端 的 两 项 改变 量 均 为 零 。 一 般 地 ， 当 六 是 任意 不 过 原点 
的 闭 曲 线 时 ,zw 沿 忆 的 方向 由 起 点 回 到 终点 绕 行 一 次 ， 式 (5.4.6) 右 端 的 第 一 
项 改变 量 总 为 零 ; 而 第 二 项 的 改变 量 为 +2kmi, k 是 w 沿 丁 转 绕 原点 的 图 数 ， 逆 
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时 针 时 取 正 号 ， 反 之 取 负 号 。 由 此 可 见 , 1 $ E START MARA NMS 


( 称 为 关于 原点 的 环绕 次 数 ) ， 也 就 是 w 当 沿 本 连续 变化 时 ， 等 于 它 的 辐 角 的 
增 量 除 以 2m。 如 果 记 w HA T 的 方向 由 起 点 回 到 终点 绕 行 一 次 后 ， 其 辐 角 改变 
量 为 ArArgw， 则 


去 Arhrgo =s AcArg f(z) 


再 由 式 (5.4.5) 知 
m-p=7AcArg f(a) (5.4.1) 
4 f(z)#E C 内 解析 时 , p=0, R (5.4.7) 成 为 
m=zwàcArg f(z) (5.4.8) 


我 们 可 以 利用 式 (5.4.8) 来 计算 在 C 内 解析 的 函数 成 z) 在 C 内 零点 的 个 数 。 由 
R (5.4.8) ， 我 们 得 出 如 下 的 辐 角 原理 : 

定理 5. 4. 2 (MARE) 若 扎 z) 在 简单 闭 曲 线 C 上 与 C 的 内 部 解析 ， 且 在 
C 上 不 等 于 零 ， 那么 Az) 在 C 内 零点 的 个 数 等 于 当 z 沿 C 的 正方 向 绕 行 一 周 /f(z) 
的 辐 角 的 改变 量 除 以 2m。 


5.4.3 MREF 


利用 辐 角 原理 ， 我 们 还 能 对 两 个 函数 的 零点 个 数 进行 比较 ， 这 就 是 著名 的 儒 
KEM, 

定理 5. 4.3 (MKE) AN2) gl) EARR CEM C 内 和 解析, 在 C 
上 满足 条 件 

IAC) ~g(z) | < fC) l (5.4.9) 

WA) 5 gE C 内 有 相同 个 数 的 零点 。 

证 由 式 (5.4.9), 在 C 上 |f(z) | >0。 同 样 5(z) 在 C 上 也 不 为 零 。 因 为 若 
g(zo) =0, zoeC， 则 由 (5.4.9) IA) |< |IKa)|， 矛盾 。 

BS), gE C 内 部 的 零点 个 数 分 别 为 Z/，Z,， 由 式 (5.4.8) 知 


0272 $ ) 
Z= yak A Z, Aroa 


Z-t = hl -He 
= Lg LE'O) -f D8) y, 
= foe) 


所 以 
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和 
_ | &E(z)Lfz)] 4 
É mit [g(z)/f(z)] 


车 设 F(z) =g(z)/f(z) , MU : 
Z-Z = aA a = ZLAcArgF(2) 
由 式 (5.4.9) 知 
IF(z) -1|<1 (5.4.10) 
当 z 沿 着 曲线 C 绕 行 一 周 时 ，w = F(z) 描绘 出 w 平面 上 的 闭 曲 线 T HR 
(5.4.10), 丁 一 定位 于 圆 盘 |w -1| <1 内 ( 见 图 5.4.2)。 因 此 , 厂 关 于 原点 的 


环绕 次 数 为 零 ， 所 以 
Z, -Z= -AcArgF (2) =0 
w=FG) 
5 FO 
c 
图 5.4.2 
例 5.4.1 证 明代 数学 基本 定理 : n 次 代数 方程 
P (2) =a,z" +an_izn 1+…+az+ao=0 (an 天 0) 
WA n 个 根 。 


证 在 第 3 章 的 最 后 一 节 我 们 曾 利用 刘 维尔 定理 证 明了 上 述 代 数学 基本 定 
理 , 现在 我 们 用 辐 角 原理 来 证 明 它 。 因 为 P,O 在 无 穷 远 点 为 n 级 极点 ， 故 
limP,(z) = %m ， 于 是 存在 充分 大 的 正 数 "， 使 得 当 |;|> r 时 ，|P,(z) | > 1, F 
是 在 |z|> > 上 没有 P,(z) 的 零点 。 又 由 


P,(z)/a,z" =1 + 


n 
an3 i 


可 知 lim[P,(z)/anz"] =1， 所 以 必 存 在 充分 大 的 正 数 R(R >r), WEK |z| =R 
时 有 


已 (2) _ 


1 
a," 


<1 


IP,(z) -—a l < lal, lzl=R 
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由 颂歌 定理 ，P(z) 和 anz 在 lzl <R 在 内 有 相同 个 数 的 零点 ， 而 a, Ela 
<R 内 有 nn 个 零点 ， 所 以 P,(z) 在 zl <R 内 有 个 零点 ,而 P,(z)#£|zl >R 内 无 
零点 ， 从 而 可 知 P,(z) 恰 有 个 零点 。 

例 5.4.2 求 方程 L+S -2z+1=0 在 1z1<1 内 根 的 个 数 。 

解 设 f(z) =55 +1, g(z) =Z +55 -2r+1, W41! z1=1 时， 有 

If(z) -1 = Iz —2zl < Iz% +21z| =3 
IFz)1=155 +11=5lz15 -1 =4 


可 见 
IKz) -1 <If(z)1 (1zl =1) 
已 知 方程 5Z +1 =0 在 lzl <1 内 有 五 个 根 。 由 人 血 软 定理 , WE +57 -2z 
+1 =0 与 方程 55 +1 =0 在 lzl <1 内 的 根 的 个 数 相同 ， 即 五 个 。 
例 5.4.3 RI -6z +3 =0 Miz <1 内 与 圆 环 域 1 < lzl <2 内 根 的 
个 数 。 
解 BSa) = -6z, g(z) =z#' -6z+3。 在 圆周 lzl =1 上 ， 有 


lz +31 < | -6zl 


lg(z) -f(z)! <1/(z)1 (5.4.11) 
由 例 5.4.2 知 ，g(z) 与 1(z) 在 圆 Iz| <1 内 有 相同 个 数 的 零点 。f(z) = -6z 在 
Mizi <1 内 只 有 一 个 零点 ， 所 以 g(z) = -6z +3 在 圆 1z1 <1 内 也 只 有 一 个 零 
点 ， 即 方程 六 -6z+3 =0 在 lz| <1 内 有 一 个 根 。 
又 设 h(z) =, EMNI =2 上 有 
1-6z+3| <1z1% 
即 
1g(z) -fi (2)1 < Ifi (2)1 
所 以 5(z) 在 圆 lz| <2 内 有 四 个 零点 。 又 因为 在 1z| =1 上 有 式 (5.4.11) RX, 
从 而 有 
IKz)1-lg(z)1< |Kz)| 或 le(z)1>0 (lzl=1) 
所 以 在 lzl =1 上 g(z) 无 零点 。 因 此 ， 在 贺 环 域 : 1 < 1z1 <2 内 方程 -6z+3 =0 
有 三 个 根 。 


第 5 章 小 结 


一 、 导 学 
本 章 讨论 了 留 数 基本 定理 以 及 其 在 定 积分 计算 中 的 应 用 。 留 数 基本 定理 是 把 
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ee 


解析 函数 沿 封闭 曲线 的 积分 计算 问题 转化 为 求 函 数 在 该 封闭 曲线 内 部 各 个 孤立 奇 
点 处 的 留 数 问 题 ， 而 第 3 章 的 柯 西 定 理 与 柯 西 积分 公式 就 是 留 数 基 本 定理 的 特 
例 。 留 数理 论 为 计算 某 些 类 型 的 实 变量 函数 的 定 积分 和 广义 积分 提供 了 极为 有 效 
的 方法 ， 尤 其 是 对 那些 计算 比较 复杂 或 不 能 直接 用 不 定 积分 来 计算 的 定 积分 ， 甚 
至 对 那些 用 普通 方法 也 能 求 出 来 的 定 积分 ， 如 果 应 用 留 数 理论 计算 则 比较 简捷 
省 力 。 

计算 留 数 时 ， 对 于 有 限 孤 立 奇 点 ， 最 基本 的 方法 是 寻求 其 洛 朗 展开 式 中 负 
一 次 宕 的 系数 C -,， 但 如 果 知 道 孤 立 奇 点 的 类 型 ， 则 可 根据 相应 的 方法 进行 
计算 。 

学 习 本 章 的 基本 要 求 如 下 : 

(1) 理解 孤立 奇 点 的 分 类 ， 掌 握 极 点 阶 数 的 判别 方法 。 

(2) 理解 留 数 概念 ， 掌 握 留 数 计 算 (特别 是 在 极点 处 留 数 计算 ) 的 基本 
方法 。 

(3) 会 用 留 数 计算 某 些 类 型 的 实 变量 函数 的 定 积分 和 广义 积分 。 

二 、 内 容 提 要 

1. 基本 定理 

(1) 设 函 数 /(z) 在 0< | -zol <8 内 解析 , 则 

1) zo 是 作 z) 的 可 去 奇 点 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 有 限 极限 lim f(z) 。 

2) wo 是 f(z) 的 m (m>1) 级 极点 的 充分 必要 条 件 为 /(z) 在 0 < jz-zo|<8 
内 可 表示 为 

Fa) =el), 其 中 
(z-z) 

gla) =C n +C msi (z-mn) + + Co (z-3)” += +C, (2-3) "+ 

H lz -zo |<8 内 是 解析 的 函数 ， Eglo) =O, 

3) zo J f(z) 的 极点 的 充 要 条 件 是 : lim f(z) =+oo 

4) zo 是 f(z) 的 本 性 奇 点 的 充 要 条 件 是 : 不 存在 有 限 或 无 穷 的 极限 lim f(a) ç 

(2) ( 留 数 定理 ) 设 C 是 一 条 正 向 的 简单 闭 曲 线 ， 若 函数 成 z) 在 C EE C 
的 内 部 忆 除 去 有 限 个 孤立 奇 点 ai，za，…， z 外 处 处 解析 那么 
$ a)as= 2mi Y Res[/G2) ,a,] 

k=1 

(3) MR3RBS3K (z) 在 扩充 的 复 平面 内 只 有 有 限 个 奇 点 ， 那 么 f(z) 在 所 有 各 
奇 点 (包括 wm 点 ) 的 留 数 总 和 必 等 于 零 。 
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2. 基本 公式 
(1) WMR 为 函数 成 z) 的 可 去 奇 点 ， 则 Res(f(z), z) =C, =0 
(2) WÈ z PANER ES 则 
Res[f(z) ,z] = mT im I Tie -%)"flz)} 
(3) 如 果 z Hfz) 那么 Res[f(z) zo] = lim(z -20)f(z) o 


(4) 设 fs) = P(z)/@(z) , PG) 及 Q(z) ZEA SF, WIR Plo) %0, 
0(a) = 0,0" (30) #0, IRA z 28 (2) 的 一 级 极点 ， 并 且 Res[/(z) ,0] = se ; 
(5) 函数 在 本 性 奇 点 处 的 留 数 一 般 需求 出 其 洛 妆 展 开 式 ， 再 定 出 留 数 。 


(6) Res[/(z) ,o ] = a: =s x $c, Oh 


(7) Res[Ka) ,= J =- Re [/(1-) o], 


(8) |” Reo, sing)dg = $, w A(t! g 


(9) 当 被 积 函 数 R(x) Px 的 有 理 函数 ， 而 分 母 的 次 数 至 少 比 分 子 的 次 数 高 二 
K, HERG) 在 实 轴 上 没有 奇 点 时 ， 积 分 是 存在 的 。 若 设 R(x) 在 上 半 平 面 Im z >0 


的 措 扣 为 ma M |`” Ra)dz = 2mi Res[R(2) a] o 


(10) 当 被 积 函 数 R(x) 是 x 的 有 理 函 数 ， 而 分 母 次 数 至 少 化 分 子 的 次 数 高 
一 次 ， 并 且 R(x*) 在 实 轴 上 没有 奇 点 时 ， 积 分 是 存在 的 。 若 设 R(z) 在 上 半 平 面 
Imz > 0 内 的 极点 为 a ,oa "a, ， 则 


RO) oar = 2mi $ Re[R()e,a,] 
-æ [el 


三 、 疑 难 解 析 

1. 无 穷 远 点 是 任何 函数 的 孤立 奇 点 吗 ? 

E 不 一 定 。 无 穷 原 点 是 任何 函数 的 奇 点 ， 但 它 未 必 是 任何 函数 的 孤立 奇 
点 。 例 如 ， 无 穷 原 点 就 不 是 函数 成 z) =MR, RRRS) = er 的 孤 
立 奇 点 。 

2. Pta 分 别 是 函数 成 z) ，g(z) 的 m,n 阶 极点 ， 则 


° 


fz) -0 g(z) =+ 
z-a) (z-a) 
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R, @(2), POEA a 的 一 个 去 心 邻 域内 解析 ， 且 P(o) 0, Yla) #0。 
e(z) +(z-a)" "wy(z) AS 
(z=a)" 
G fa) sela) OGT) men 
glz) + 出 z). 
(z-a)" 
又 显然 各 分 子 在 o 的 邻 域内 解析 ， 于 是 
当 mzn 时 ,点 a 是 fz) +g(z) 的 max {m,nj 阶 极点 ; 
当 m=n 时 , 车 p(4) +y(a)z0, a J f(z) +g(z) 的 n 阶 极点 ; 若 p(a)+ 
Wla) =0, a š (z) +g(z) 的 低 于 n 阶 的 极点 或 可 去 奇 点 请 读者 自 证 明 )。 
(D) Koela) = 区 全 ， 因 为 w(4(z) 在 点 的 一 个 去 心 邻 城内 解析 


H e(a)w(a)#0, 所 以 , a 是 f(z)g(z) 的 m+n 阶 极点 。 
m>n, a 是 m-n 阶 极点 


m=n 


£ e(z) 
G-a)" g(a) 
(3) g- G-a)" o m<n, a 是 n-m 阶 零点 
x m=n, a 是 可 去 奇 点 
3. 一 个 解析 西数 在 其 孤立 奇 点 的 去 心 邻 域内 可 以 展开 为 洛 朗 级 数 ， 但 在 非 
孤立 奇 点 的 邻 城内 却 不 能 展开 为 洛 朗 级 数 。 例 如 ， 函 数 /(:) = tan 上 就 不 能 在 


` 0< |z| <R 内 展开 为 洛 朗 级 数 。 这 是 因为 f(z) 


cos LHE: 
l. Gk+1)z, (k=0,， *1, …), 及 :=0 
z, 2 


38 k—= 时 ， 和 一 0， 所 以 z=0 是 个 非 孤 立 奇 点 。 从 而 不 存在 一 个 去 心 邻 域 0 < 
1z| < 及 使 得 该 函数 在 其 内 解析 ， 从 而 就 不 能 在 0 < |z| < R 内 把 该 函数 展开 为 洛 
朗 级 数 。 

4. 关于 留 数 的 计算 ， 对 于 有 限 的 孤立 奇 点 a 处 的 留 数 Res[f(a) ] ， 最 基本 
的 方法 就 是 寻求 其 洛 朗 展开 式 中 负 一 次 宕 项 的 系数 C _! 。 当 知道 孤立 奇 点 a 的 类 
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型 时 ， 若 为 可 去 奇 点 ， 则 Res[f(a)] =0 (WEH a= % 时 结论 不 成 立 ); H a 
为 极点 ， 则 可 根据 极点 的 阶 数 应 用 相应 的 公式 或 规则 。 

5. 学 习 了 留 数 定理 后 ,我 们 在 第 3 章 中 对 闭 利 线 上 与 复合 闭路 上 的 许多 积 
分 都 可 利用 留 数 来 计算 。 应 用 留 数 计算 积分 时 ， 一 般 应 先 求 出 被 积 函数 在 积分 路 
径 内 部 的 孤立 奇 点 、 判 断 其 类 型 并 计算 出 留 数 ， 然 后 应 用 留 数 定理 得 到 所 求 的 
积分 。 


例如 ， 计 算 积分 大 ，_,tanmzdz (n 为 整数 ) 。 由 于 被 积 函数 unas = sm 在 


|z| <n 内 有 孤立 奇 点 : 4+ (k=0, +1, =, #(n-1),-n), B3832—Bt 
极点 ， 由 公式 


sl 
~ 


~ (cosmz) ' 


Res[ tanmz， k ++] En 
2 r=k++ 


于 是 ， 
e A i PEE -1y_ i 
有 -san mzdz = 2 et + >] = 2mil 2n =) =- 4ni 
四 、 杂 例 
例 5.1 下 面 解 题 过 程 正 确 吗 ? 若 不 正确 ， 指 出 错 在 何 处 。 
BIB: HARR S ERa = 0 处 的 留 数 。 
f 因为 z = 0 为 函数 的 一 级 极点 ， 所 以 
Res(} FS ,0) 公式 (5.2.6) lim mar 1 


此 种 解法 钳 在 应 用 公式 (5.2.6) 时 没有 注意 ; 公式 Re(2 a) = 


lim PGL 的 条 件 是 p(a) =Q(a) =0, Q'(a) <0。 此 三 中 Q'(0) =2z=0， 所 以 不 
能 应 用 公式 (5.2.6)。 

正确 解法 Re 5%, 0] = lmz1 52 = -1。 

例 $.2 计算 下 列 画 数 在 所 有 孤立 奇 点 处 的 贸 数 

CD ZsinT, (2) 


142° 


解 (1) 函数 :sin 二 有 孤立 奇 点 0 与 m 。 易 知 ， 在 0 < |z| < o 有 洛 朗 展 
式 
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ea r Y ta RE WN Hy S 
Za s 2[ L-I tsi U): 31 z (512 


这 既 可 以 看 成 是 该 函数 在 z = 0 的 去 心 邻 域内 的 洛 朗 展开 式 ， 又 可 以 看 成 是 该 函 
数 在 点 m 的 去 心 邻 域内 的 展开 式 。 ma 


Res[ zzsin + z 0) = 


Res( Psin 1 z „æ ) = 


ZT F 3i 


(2) TEDE 与 1+z = 0 W a =e (k =0,,-.,n-1)3 
孤立 奇 点 ， 且 a, 为 函数 的 一 级 极点 ， 所 以 


NE dd WSB. | i £ 
Res( a] = lim r = lim s- (k=0,1,n-1) 


Z" z n-li Z" zin M =, n=1 

Re( ie) =- Arel <)" n= Í 0, n>1 
例 5.3 (解析 函数 零点 的 孤立 性 ) ”证明 不 恒 为 0 的 解析 函数 的 零点 是 孤 
分 析 设 /(z) 在 某 个 区 域内 不 恒 为 0 且 f(a) =0， 利 用 函数 在 点 a 的 泰勒 展 
FRAM, FEARS m=, Efla) =f (a) ==: =f" (a) =0, fm) (a) #0 


(否则 ， 对 所 有 m, f(a) =0, HRMEEN)= S LA aa)” b. 


FA). FETU a 22 (z) 的 m 级 零点 ， 然 后 由 零点 的 特征 来 讨论 。 

证 a 为 1(z) 的 m 级 零点 f(z)= (za)"h(z), 其 中 h(a) #0 在 |z -al< 
r 内 解析 ， 则 有 limh(z) =h(a) #0, 令 s=|h(a)|， 存在 着 8>0,， 当 |:~al <8 
时 , 有 |h(z) -h(a)| < e = |h(a)|， 从而, 当 [z-a| < 8 Bf, [h(a)| - 
|h(z)|< 1h(z) -h(a)| <£ = |h(a) | 即 在 a 的 一 个 邻 域 : 0 < |z-a|<8 W, 
|h(z) | #0， 从 而 在 该 邻 域内 f(z) 关 0， 即 题 设 结论 成 立 。 

dz 

例 5.4 计算 和 GD DG 积分 C 为 正 向 贺 周 : | z1 =2。 

解除 m 点 外 ， 被 积 函数 的 奇 点 是 ，-i，1 与 4。 根 据 式 (5.2.9)， 有 

Res[/(z), - i] + Res[/(z),1] + Res[f(z),4] + Res[f(z),œ ] =0 

其 中 


1 
fD = TDS G - DSG 和 
由 于 -i 与 1 在 C 内 部 ,由 留 数 基本 定理 与 定理 5. 2. 4 得 到 


= 2mi|Res[f(z), —i] + Res[f(z),1]] 
= -2milRes[f(z),4] + Res[f(z),% ]} 


£ dz 
(z +i)" (z -1)5Gz -4) 
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另 一 方面 
Res[/(z) ,4] = lim(z ~ 4) 


1 1 
(z+ (s-1)5(z-4) 35(4 +i) 
1 
Res[f(z), œ ] a | 


= R z 0 
u elz +iz) (1 二 2)5(1 -本 中 u 


Am 


-2rif } -2i 


1 = 
faa ir S(z-4) ` 34 + Ds + 0 243(4 +i)" 
sin? 
PISS 计算 积分 1 = 人 iO dg (o>b>0)。 
解 z=”, 则 
ain2g (5 1 (I)2 
ethen A k+l) -amë (2 +381) 


于 是 


7 - sin29 =f -1 „dz 
o a+ bcos 830 lsl=1 -êP + 2s +1) E 


fur 


—(- D y 
E (24 +2 人 za+1) 


-_ (7?-Di (2-Di 2a 
SeT 2(2 12 tapia ZG- G-p À PENER parl 


=0 的 两 个 根 ， 且 


= 


F(a) 在 圆 |z| < 1 内 有 两 个 孤立 奇 点 : z=0,z = a ， 它 们 分 别 是 F(z) 的 二 级 极 
点 和 一 级 极点 。 并 且 
Res[ F(z) ,01 = tim! 


Z (Z -1)2i = limd (2 -Di 
dl2(z ~ a) (z - pal al ie aa 
L 


"mala z7 -D(z zla} 
ETEEN 
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RL 


€... .. 


是 什 


l 
KTT, rr 已 站 = gle +B) 
r d í (z — e) (Z - 1)2i 
Res[ F(z) ,a] = lim AEEA Da] 
(œ -1)}i _@ (a-i _ iça- 
= (a 08 Pla -pya tP) 


由 式 (5.3.1), 48 
I =2mi{ Res[ F(z) ,0] + Res[ F(z) ,ad 


=2mi 方 [ (a+) +(ae-B)] 
-各 


b 
五 、 思 考题 
1. 什么 是 函数 在 孤立 奇 点 处 的 留 数 ? 孤立 坷 点 的 分 类 对 于 计算 久 数 的 作用 
Z? 
2， 为 什么 说 柯 西 积分 公式 是 留 数 定理 的 一 种 特殊 情形 ? 
3. 如 何 计算 函数 在 极点 处 的 留 数 ? 如 何 计算 函数 在 本 性 奇 点 处 的 留 数 ? 
4. 留 数 定理 的 内 容 是 什么 ? 其 证 明 依据 是 什么 ?怎样 运用 留 数 定理 来 计算 


积分 (包括 解析 函数 沿 封闭 曲线 的 积分 和 某 些 实 积分 )? 


5， 结 合 例 5.2.5, 例 5.2.9, 例 5.2.10 说 明定 理 5.2.4 的 意义 与 作用 。 
习题 五 


A 类 
1. 问 z = 0 是 否 是 下 列 函 数 的 孤立 奇 点 ? 
aje; Dab; 3L. 
z sinz 

2 指出 下 列 函 数 的 所 有 零点 及 其 阶 数 。 

=, (2) zin; (3) 2 (e? -1)。 
3. AFAA BEAMEN q? 各 属于 哪 一 种 类 型 ? 如 果 是 极点 ， 指出 它 的 级 数 。 

ereins 
Q) es, Oz: 


Orar 
(Cm (5) (1+2)G1 +e). an 
4 Efa) 55 g(z) AIR z =zo 39 mAH n ARA, RIT FARBE z = zo 点 有 何 性 质 ? 
DA) + glz); (2) flz) 8g(z); (3)f(z) Ze(2) o 


(6) e+。 


”5. 车 Az) 在 zw 解析 , gla) 在 so 点 有 本 性 奇 点 ， 试 问 下 列 函 数 在 zo 点 有 何 性 质 ? 


第 5 章 - 贸 & 
ce 
WADD (2) Ka a (Ka) 78l) 。 


6. 求证 : WMR AE /(z)É9 m (m>2) REA, MA z E f(z)É3 m - REA 

7. 设 函数 Kz) 在 0< | z-z | <5 (0<5< +0) 内 解析 , 则 z ESC) 的 各 点 的 充 要 
条 件 是 : lafla) Dte, ` : 

8. 求 下 列 函 数 作 z) 在 孤立 奇 点 《不 考虑 无 穷 远 点 ) ,的 留 数 。 


g-i ze e. " 
Da (2); 2: (3); GDE 


l-e” 1 
w 1285, (5) ziy 
9. 利用 留 数 计 算 下 列 各 各 分 。 
Cr:lz-21= 才 ; 9$ rr ,Crlzl= 


(6) mA 


: sds 
DE a 


L, 

OE ETARE enr era 1z1 三 41 
(ha c:! sl =2; (6) f HE c, 1 1 = E, mye 
10. 计算 下 列 各 积分 ，C 为 正 向 圆周 。 

dz ; d 
(Dhaai 2; DE Tdz,C:; 1 sl, 
11. 试 求 下 列 各 积分 的 值 。 i 
DF a en DW ds; 

dx cp coss 
(O5 到 2 +2x +2 ' (Wf, Ta se 
o fI es Of de, 


12. 证 明 : z +62 +1 =0 A EMREMRRE < Izl <2 内 。 

13. 方程 六 -5z+1=0 在 lzl <1 55 1 < 1z| <2 内 各 有 几 个 根 ? 

14. Rare, REHA À =a" 在 单位 圆 盘 内 有 个 根 。 
B 类 


15. 讨论 下 列 各 函数 在 扩充 的 复 平面 上 有 哪些 孤立 奇 点 ? 各 属于 哪 一 类 型 ? 如 果 是 极点 ， 
请 指出 它 的 级 数 。 


(1) s| 2 


(2) e 


z: (3) sinz- sin; (4) E, 


16 BERRIRA) Eo RA m BER, RARBG) = 上 SAER s 的 性 质 
如 何 ? 
17. RG) EPER, f) = Da, MAHE, R Ref, o), 
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和 


18. 计算 下 列 各 积分 。 


(1) Aie, C: izl =2; (2) ftan( me) dz, C:1sl =I, 
19. 车 f(z) 和 g(z) 在 点 zw A, TEA) 20, g(z) DL zo 为 二 级 零点 证明: 
= 152 ~ opbs 
ae[ A,» 好 


其 中 ，a = 站 G), b= (D (s) (k=0, 1, 2, 3)。 
20. WTA BS 
= 
(Dh Hg (o>0); of, re (a>0, 4>0)。 
21. 车 f(z) 在 1 K SIERE IA)! <1, 试问 方程 f(z) =z fgElz| <1 内 有 几 个 根 。 


22. 证 明 方程 -P +12 =0 的 根 都 在 圆 环 域 1< | z! <2 内 。 
23. 指出 下 列 育 数 在 无 穷 远 点 的 性 质 。 


1 £ 1 _l -too L 
D —: Q GHT (4) etos L, 
24. 求 Res[f(z) ,w ] =0 的 值 ， 如 果 
gz 1 
D Aa) =a D AD = yaa. 


25. Hio yag ne CHEMMAM: izl =2。 


26. 计算 积分 1= f” EEL i (a>6>0), 
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在 研究 许多 实际 问题 中 ， 往 往 会 遇 到 区 域 的 复杂 性 ， 给 问题 的 研究 
带 来 困难 。 我 们 利用 解析 函数 所 构成 的 变换 一 一 共 形 映射 这 一 重要 概 


念 ， 可 以 使 复杂 区 域 简单 化 ， 给 问题 的 研究 带 来 方便 。 本 章 中 ， 我 们 将 

从 几何 的 角度 来 对 解析 函数 的 性 质 和 应 用 作 进 一 步 讨论 ， 介 绍 如 何 使 用 | 
分 式 线性 函数 和 几 个 初等 函数 所 构成 的 共 形 映 射 的 特点 来 解决 实际 l 
问题 。 


6.1 共 形 映射 的 概念 


6.1.1 导数 的 几何 意义 


设 函 数 w=A(x) 在 区 域 D 内 解析 ,zo 为 刀 内 的 一 点 ， 且 广 (ao) 0。 又 设 C 

为 z 平 面 内 通过 点 zo 的 一 条 有 向 光滑 曲线 ， 它 的 参数 方程 是 
z=2(t) (a<t<B) 
它 的 正 向 相应 于 参数 上 增 大 的 方向 ， 且 za =z(t), z(t) 0 (a<to<B)， 称 
z'(!) 为 切 向 量 。 这 样 ， 映 射 w=f(z) 就 将 曲线 C 映射 成 zw 平面 内 通过 点 z 的 对 
应 点 wo = f(zo) 的 一 条 有 向 光滑 曲线 C”( 见 图 6. 1. 1) ， 它 对 应 的 参数 方程 是 
w=f[z(t)] (a<t<B) 
正 向 相应 于 参数 : 增 大 的 方向 B。 
y 
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BELA zo 与 点 z +Az 之 间 的 弧 长 为 ar， 相应 点 wo 与 点 wo + Aus 之 间 的 弧 长 
为 As ( 见 图 6.1.2)， 正 向 相应 于 参数 : 增 大 的 方向 。 


于 是 有 ie 
= lim ae Jin SS = |f '(z0) let- 
ik; 当 Az 一 0 H, Aw), # aa, Bip ERB- af (zo) 的 辐 
角 ， 即 
Argf '(z20) =B-a 


如 果 我 们 假定 图 中 wv 平面 的 点 wo 与 z 平 面 上 的 点 za 重合 ， 只 须 将 点 z 附近 
的 曲线 旋转 Arg f ' (zo) =B -a 角度 就 得 到 wo 附近 的 曲线 ， 而 且 将 原来 的 切线 的 
正 向 与 映射 过 后 的 切线 的 正 向 之 间 的 夹 角 理解 为 曲线 C 经 过 w =f(z) 映射 后 在 点 
z 处 的 转动 角 ， 且 表明 转动 角 的 大 小 与 方向 跟 曲 线 C 的 形状 与 方向 无 关 。 


因为 F’ Co) = lim A 


又 由 于 
IFz) l = lim lel- lim EEA) 


ar As Ao | Az] 
当 AOR}, Awo, HAERA A 


AZ 1 ， 
> waal”! 
故 有 I 


, |Aw| lim As -ds 
If (o) | = lim faz] = 看 lmAg do 


这 个 极限 值 称 为 曲线 C 在 zo 的 伸缩 率 。 从 而 有 
= |f (z) ldo 
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|f ' Ga) | 是 经 过 映射 n= 所 z) 后 通过 点 zo 0948455 8858 C ZE zo 的 伸缩 率 ， 它 
与 曲线 C 的 形状 及 方向 无 关 ， 所 以 这 种 映射 又 具有 伸缩 率 的 不 变性 。 

上 述 讨论 归纳 如 下 : 

A) FAS’ (zo) #0 的 辐 角 < (z0) 是 曲线 C 经 w=f(z) 映 射 后 在 zw 处 的 
转动 角 。 

(2) 转动 角 的 大 小 与 方向 跟 曲 线 C 的 形状 与 方向 无 关 ， 所 以 这 种 映射 具有 
转动 角 的 不 变性 。 è 

(3) f (zo ) BR IS “(zo) | 表示 :平面 上 过 点 的 任何 出 线 世 在 为 的 伸缩 率 ， 
它 与 曲线 C 的 形状 及 方向 无 关 ， 所 以 这 种 映射 又 具有 伸缩 率 的 不 变性 。 

WLL REER w= 下 ,过 点 为 =1+i 的 任何 曲线 C 在 点 w= 上 +i 的 
伸缩 率 与 转动 角 。 : 

解 伸缩 率 If "(1+i)|=|37|,.141=6 


转动 角 Arg f '(1 +i) = Arg(6i) = Frin “(k=0, +1, +2, ==) 


综 上 所 述 ， 有 下 面 的 定理 : 

定理 6.1.1 HAR w=f(2) ERR D 内 解析 ,zo 为 卫 内 的 一 点 ， 且 
f'(a) x*0， 那 么 映射 w=ftz) 在 zo 具有 以 下 两 个 性 质 :， . 

(1) RAE, REN zo 的 两 条 曲线 间 的 夹 角 与 经 过 映射 后 所 得 两 曲线 间 的 
夹 角 在 大 小 、 方 向 上 保持 不 变 。 

(2) 伸缩 率 的 不 变性 ， 即 通过 za 的 任何 一 条 曲线 的 伸缩 率 均 为 |f "(zo) l, 
而 与 它 的 形状 和 方向 无 关 。 

注 : BIS Co) | >1 时 表示 伸 长 ， 当 0 < | '(z0) | <1 时 表示 缩短 。 ， 

例 6.1.2 求 映射 n=f(z) =Z +4z 在 点 -1+2i 的 伸缩 率 和 旋转 率 ， 并 说 明 
映射 将 = 平面 的 哪 一 部 分 放大 ? 哪 一 部 分 缩小 ? 

解 f'(z)=2z+4,f'( -1+2i) =2+4i 


故 |f'(-1+2i) | =2/5,argf '( -1 +2i) =arg (2 +4i) 
If) | =2]z +2] =2 (2 +2) 77" i 
而 |'G)] <1e(z+2)2 +y < 


所 以 映射 w=f(z) = 六 + 4z 把 以 z= - 2 为 圆心, BEREDAR, IR 
放大 。 
6.1.2 共 落 映射 的 概念 I 
定义 6.1.1 设 西数-= 太 起 在 的 菜 久 起 内 有 定义 ， 在 吉 具有 保 角 性 和 伸 
MS 


ns 


缩 率 的 不 变性 ， 那 么 称 映 射 n=f(z) 在 zo 是 共 形 的 ,或 称 w =f(z) 在 zo 是 共 形 
映射 。 

如 果 映 射 w=f(z) 在 区 域 D 内 的 每 一 点 都 是 共 形 的 ， 那么 称 w =f(z) 是 区 域 
D 内 的 共 形 映射 。 

根据 以 上 所 论 以 及 定理 6.1. 1 和 定义 6.1. 1， 我 们 有 

推论 ”如果 函 数 w=f(z) 在 zo 解析 ， 且 f/ "(zo) #0, WARI w =f) E zo 
是 共 形 的 ， 而 且 Arg f’ (zo) 表示 这 个 映射 在 点 zo 的 转动 角 ，|/ “(zo) | 表示 这 个 
映射 在 点 知 的 伸缩 率 。 如 果 解 析 函 数 w =f(z) 在 区 域 D RARER f ' (z0) 天 0， 那 
么 映射 w=/(z) 是 区 域 D 的 共 形 映射 。 

定义 6.1.2 如 果 映 射 w=f(z) 具 有 伸缩 率 的 不 变性 且 保 角 性 保持 夹 角 相 
同 ， 施 转 方 向 相同 ) 的 变换 称 为 第 一 类 共 形 映 射 。 

定义 6.1.3 如 果 映射 允 =f(z) 具有 伸缩 率 的 不 变性 且 保持 夹 角 的 绝对 值 不 
变 而 方向 相反 的 变换 称 为 第 二 类 共 形 映 射 。 

例 6.1.3 考察 函数 w= 所 构成 的 映射。 TA 

|w —wo | -liml =l = 1, 极限 存 


解 、 对 于 复 平面 上 的 任意 一 点 w， 有 lim T = lim 


在 ， 所 以 函数 w =z 所 构成 的 映射 具有 伸缩 率 的 不 变性 ， 又 因为 画 数 w =z 是 关于 
实 轴 对 称 的 映射 ， 因 此 保持 曲线 夹 角 的 不 变 而 方向 相反 ( 见 图 6.1.3)。 由 定义 
6.1.3 可 知 函数 w =z 为 第 二 类 共 形 映射 。 

第 一 类 共 形 映射 与 第 二 类 共 形 映射 统称 共 形 
映射 。 

定理 6.1.2 如 果 函 数 w=f(z) 在 D 内 任 一 点 zo 
MH, ES’ Co) x0， 那 么 映射 n=/(z) 在 DD 内 是 共 
形 映射 。 

定义 6.1.4 如 果 函 数 w=/(z) 及 其 反 函数 := 
广 !(w) 在 也 内 都 是 一 一 对 应 的 ， 则 称 w =f(z) 在 D 
内 是 单 时 画 数 和 单 叶 映 射 。 

定理 6.1.3 EY wf) HKR D HAEN mo a 
函数 的 充 要 条 件 是 w =f(z) 把 区 域 D 单 叶 且 共 形 映射 为 区 域 p* 。 


6.1.3 共 形 映射 的 基本 问题 


共 形 映射 的 两 个 基本 问题 : 

(1) 已 知 共 形 映射 n=A(z) ， 把 :平面 上 已 知 区 域 D( 象 原 区 域 ) 映 射 ( 变 
换 ) 成 w 平 面 上 相应 的 区 域 D”( 象 区 域 ) 。 

(2) 求 一 个 共 形 映 射 w = 刀 z) ,使 它 把 :平面 上 已 知 区 域 D ( 象 原 区 域 ) 映 
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射 (变换 ) 成 w 平 面 上 一 个 指定 的 区 域 D*( 象 区 域 )。 
为 了 叙述 这 两 个 问题 ， 我 们 先 介 绍 下 面 定理 : 
定理 6.1.4 (边界 对 应 原理 ) 设 C 为 区 域 D 的 边界 曲线 ， 映射 n=f(z) 在 
C FE D 内 解析 ， 如 果 映 射 w=f(z) 把 曲线 C 单 叶 地 映射 成 象 曲线 C" ， 而 C* 曲 
线 转 成 的 区 域 为 D" ， 并 且 当 变量 沿 C 移动 时 , 使 D 总 在 左 侧 ( 称 为 正 向 ) 时 ， 
它 的 对 应 点 W W C* 移动 时 使 D* 总 处 在 左 侧 ， 则 w =f(z) 把 区 域 D 单 叶 且 共 形 
映射 为 区 域 D* 。 
GER) 
下 面 我 们 通过 例子 来 阐释 定理 6. 1. 4 的 几何 意义 。 
HELA 设 函 数 w = 成 z) 在 区 域 卫 解析 ，zo e D, w =f(z0) 使 得 f ' (z) # 
0s 在 口内 作 一 以 wo 为 其 一 个 顶点 的 小 三 角形 ， 在 映射 m=f(z) 下， 得 到 一 个 以 
为 其 一 个 顶点 的 小 曲 边 三 角形 。 定 理 告诉 我 们 ， 这 两 个 小 三 角形 的 对 应 角 相 
等 ， 对 应 边 长 度 之 比 近似 地 等 于 1 "(zo) | ,所 以 这 两 个 三 角形 相似 。 


又 因 伟 缩 率 | 让， es EEROR, BEDIA ' Co) | 可 过 


示 E= ， 由 此 可 以 看 出 映射 n=f(z) 也 将 很 小 的 圆 |z -zo| = 5 近似 


地 映射 成 回 |w -wol = |f Czo) |5。 
通过 例 6. 1. 4 的 几何 意义 说 明 我 们 把 解析 丁 数 w =f(z) 当 ze D, f'(z) x0 所 
构成 的 映射 称 为 共 形 映射 的 理由 。 


例 6.1.5 求 在 映射 = 二 下 将 G) z=i; (2) 2 + =4x; (3) y=2x, 
变换 成 w 平 面 上 什么 曲线 。 
解 (1) 因为 :=i 为 一 点 ， 直 接 代入 得 w= 十 = -i， 所 以 对 应 w 平面 上 
一 点 -i。 


(2) 因为 n= 上 =-! 


EE Pea es 238 Š 
z x+iy -二 和 ,所 以 4 a T Aip Be x= 
mim: y= -FE RA +y =4x, 整理 得 ， u= 


所 以 ， E 
(3) 着) 入， xz- 于 站 代 人 7-2z 得 ,2 号 < 
X:=L, 代入 可 得 ， =2(w+w), 3 w =u + i= -v=2u 表示 w 平 面 
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上 过 原点 的 一 条 直线 。 ， 

例 6.1.6 在 映射 w= F, RKR D: 0< arge < GRRE pi 。 

解 、 因 为 1'(z) =32 0, MARR w= 2 IERM. 其 全 的 边界 为 
Ci:arg z=0, C: arg z = r 又 因为 z = re, agw = 3argz。 从 而 C, 的 党 为 


Cr :argw =0， 而 C, 的 象 为 C7 : amu=3x = >° 

. 边界 确定 后 就 可 以 定 区 域 ， 为 此 在 边界 上 任 取 二 点 , n =e, > = 0, 
为 =le? =1， 它 们 对 应 三 点 为 wi =e% =i,; w0, w21; HFR D WEN 
界 上 以 点 41 e7, n=0, 221 绕 向 的 左 侧 ， 办 而 象 区 域 妃 "也 应 落 在 以 点 w = 
i, m =0，ws =1 绕 向 左 侧 ( 见 图 6.1.4) ， 所 以 得 象 区 域 为 0<argw < Fo 


y 


图 6.1.4 
例 6.1.7 求 映射 m=f(z) = (z+1)2 的 等 伸缩 率 的 轨迹 方程 、 等 旋转 角 的 
轨迹 方程 。 
解 因为 w' =/'(z) =2(z +1)， 所 以 等 伸缩 率 的 轨迹 方程 为 1 z+14 =c 
(c >0 常数 ) 是 以 1 为 圆心 ，c 为 半径 的 圆周 方程 。 
等 旋转 角 的 轨迹 方程 为 ag (z+1) =c (c >0 常数 ) 是 从 点 -1 出 发 的 一 
条 射线 。 


6.2 分 式 线性 映射 


6.2.1 分 式 线性 映射 的 定义 


1. 分 式 线性 映射 的 定义 
定义 6.2.1 形 如 
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w= 宅 +5 (其 中 a, 3，c，d 均 为 复数 且 od -bcz0) (6.2.1) 


a+d 


的 映射 称 为 分 式 线性 映射 
分 式 线性 耻 庙 是 共 形 贞 射 中 比较 简单 的 但 又 很 重要 的 _ 关 呐 射 ， 其 间歇 和 
z=— +Ë ((-a)(-d) -bes0) 
cu-a 
也 是 分 式 线性 映射。 


2. 分 式 线性 映射 是 共 形 映射 
为 了 保证 映射 (6.2.1) 的 保 角 性 ， 显 然 应 有 ad -jc 关 0。 由 于 
dw __ad -bc 


dz (cz+d)? 
H ad-bc#0, 892.0, 所 以 这 时 分 式 线性 映射 是 共 形 映射 也 保证 w 不 是 


常数 。 
由 于 分 式 线性 映射 可 用 cz +d 乘 式 (6.2.1) 的 两 边 ， 化 为 
cwz + dw -az -b =0 
这 时 对 每 一 个 固定 的 w， 上 式 关于 z 是 线性 的 ， 而 对 每 一 个 固定 的 >， 它 关于 w 
也 是 线性 的 。 因 此 ， 我 们 称 上 式 是 双 线性 分 式 线性 映射 。 
逆 映 射 


:= ((-a(-d) -bz0) 


也 是 共 形 映 射 。 所 以 分 式 线性 映射 的 逆 映 射 也 是 一 个 共 形 分 式 线性 映射 。 
6.2.2 分 式 线性 映射 的 分 解 


一 般 形式 的 分 式 线性 映射 是 由 下 列 四 种 特殊 映射 复合 而 成 ; 

(1) w=z+b; (2) w= |alz; 

(3) wsze (6 为 实数 ); (4) w= 二 。 

为 了 方便 讨论 , -我们 暂且 将 w 复 平面 看 成 是 与 复 平面 重合 来 讨论 问题 。 

(1) 平移 映射 一 一 w=z+b 

在 映射 w=z+b 之 下 ，z 沿 向 量 b( 即 复数 所 表示 的 向 量 ) 的 方向 平行 移动 
一 段 距离 15| 后 ， 就 得 到 w， 即 可 利用 向 量 平行 四 边 形 法 则 得 到 w。 

(2) 伸缩 映射 一 w= lalz (az0) 

当 le| >1 时 将 点 z 沿 原 方向 伸 长 到 |a| 倍 后， 就 得 到 ww。 

当 |a| <1 时 将 点 z 沿 原 方向 缩短 到 |a| 倍 后 ， 就 得 到 w。 
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Feus 积分 变换 


G) 旋转 映射 一 -w=ze% (6, 为 实数 ) 

由 于 w=ze%， 所 以 设 2= |z|e”, 那么 , w= |zle+%)。 又 |w| = |z|, 表示 
长 度 不 变 。 因 此 ， 当 角度 go > 0 时 将 点 z 沿 逆 时 针 方向 旋转 Oo; 当 角度 06 <0 
时 ， 将 点 z 沿 顺 时 针 方向 旋转 90。 

(4) 施 转 与 伸缩 映射 一 w=az (a0) 

设 z=re*，a=Ae*， 那么 w=rAe'(9+") 。 因 此 ， 把: 先 转 一 个 角度 a， 再 将 
|z| 伸 长 (或 缩短 ) 到 |a| = 和 倍 后 ， 就 得 到 wo 

(5) 线性 映射 一 一 w =az +h 

由 (4) 可 知 表示 先 旋转 伸缩 后 再 平移 h 就 得 到 w 
(6) 反 演 映射 一 -w= 二 


为 了 便于 分 析 ， 这 个 映射 可 以 分 解 为 Dw =+, Ow =wi。 


为 了 说 明 映射 ml ， 先 说 明 贺 周 的 一 对 对 称 点 : 

1) 关于 圆周 的 一 对 对 称 点 

设 C 为 以 原点 为 圆心 ,为 半径 的 圆周 。 在 以 圆心 为 起 点 的 一 条 半 直 线 上 ， 
如 果 有 两 点 与 P' 满 足 关系 式 

OP . 0P' =R? 

那么 我 们 就 称 P 与 P' 为 关于 这 圆周 的 对 称 点 。 

2) 关于 对 称 点 的 作法 及 规定 

设 P 在 C 外 ,从 P 作 圆周 C 的 切线 PT, H THEO 的 垂直 线 7P' 与 OP 交 于 
P'。 那么 P 与 P' 即 互 为 对 称 点 (WEB 6.2.1) 
事实 上 ，AOP'T AOTP， 因 此 OP': OT = 
OT:OP, 即 OP.OP'=0T2 =R, 

我 们 规定 ， 无 穷 远 点 的 对 称 点 是 圆心 0。 

如 果 取 点 P 为 :， 取 半径 为 R=1， 则 点 P 


关于 关于 圆周 的 对 称 点 P' 的 从 标 为 w= 十 。 图 621 

因为 ! OPI = 1 zl ,LOP'I = Ë= 0P! 10P'1 =R, 取 R=1 则 已 = 于 。 
由 此 可 见 

Om = 十 是 :平面 上 任 一 点 = 关于 单位 圆周 |z| =1 的 对 称 点 ( 见 图 
6.2.2); 
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@ wi 与 w=wi 是 关于 实 轴 的 对 称 点 ( 见 图 6.2.3)。 


图 6.2.2 图 6.2.3 


以 上 我 们 讨论 了 如 何 从 z 作出 映射 (1), (2), (3), (4) 的 对 应 点 w。 下 
面 先 就 这 四 种 映射 讨论 它们 的 性 质 ， 从 而 得 出 一 般 分 式 线性 映射 的 性 质 。 


623 IRRERHw=T Guha, b, c, d HIKE ad -jcz0) 
L exmtemensmi 
当 。=0 时 ， e= C+ sut, JyRYEBESRUIIRINiE, 


H (az+b) a bc -ad | 1 
Heron, wsad et A 


其 中 
(1) wi =1+ 2 — 平移 映射 
(2) m = 二 一 反 演 映射 


(3) ww =A suot, Ih, A=, =e Sed, 


由 前 讨论 知 ， 这 三 种 映射 都 具有 保 圆 性 。 从 而 分 式 线性 映射 w = zt 


有 保 圆 性 。 
2. 分 式 线性 映射 常用 的 几 个 规则 : 
(1) 全 用 


4 zu 
因为 w'= - Zm], Hz#- 和 ,所 以 w= 4 是 保 角 的 。 


故 知 分 式 线性 映射 在 扩 充 复 平面 上 是 对 应 的 ， nawan, 
(2) 分 式 线性 映射 具有 保 团 性 。 
1) 如 果 圆 弧 上 没有 点 映射 (TH) 为 无 穷 远 点 ， 则 它 就 映射 (变换) RE 
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和 


径 为 有 限 的 圆周 。 

2) 如 果 圆 弧 上 有 一 点 映射 〈 变 换 ) SIMER, 则 它 就 映射 〈 变 换 ) RE 
径 为 无 穷 大 的 圆周 。 

3) 如 果 两 圆 弧 相 交 的 点 映射 (变换 ) 到 无 穷 远 点 ， NER (变换 ) 成 
角形 区 域 。 


故 知 分 式 线性 映射 将 扩充 z 平 面 上 的 圆周 映射 成 扩充 ww 平面 上 的 圆周 ， 即 具 
有 保 圆 性 。 

(3) 分 式 线性 映射 具有 保 对 称 性 

定理 6.2.1 Aa, zw 是 关于 圆周 C 的 一 对 对 称 点 ， 那 么 在 分 式 线性 映射 
下 ， 它 们 的 象 点 w 与 ws 也 是 关于 C 的 象 曲线 C ° 的 一 对 对 称 点 ， 并 且 当 =z 平面 
上 有 点 变换 到 w 平面 的 无 穷 远 点 时 ， 则 z 平面 上 无 穷 远 点 变换 到 如 平面 上 的 
原点 。 


6.2.4 分 式 线性 映射 唯一 决定 的 条 件 


1. 决定 分 式 线性 映射 的 条 件 
由 于 分 式 线性 映射 w= 旦 + 中 含有 四 个 复数 a， b, c, d, 但是, 我们 如 果 


a+d 


用 这 四 个 数 中 的 一 个 去 除 分 子 和 分 母 ， 就 可 将 分 式 中 的 四 个 常数 化 为 三 个 复数 。 
所 以 ， 分 式 线性 映射 w = 至 中 实际 上 只 有 三 个 独立 的 复 常数 。 因 此 ， 只 需 给 


cz+d 
定 三 个 条 件 ， 就 能 决定 一 个 分 式 线性 映射 。 因 此 我 们 有 
定理 6.2.2 在 :平面 上 任意 给 定 三 个 不 相同 的 点 4，z， z3, Æw PHE 
也 任意 给 定 三 个 不 相同 的 点 wi ，w。，w ， 那 么 就 存在 唯一 的 分 式 线性 映射 
w-m m- z-a 3-3 
w=w, wz 一 W2 Zz- 23 -2 S 
HTA EM w =f), Hn (k=1, 2, 3) 依次 映射 成 w (k=1, 2, 3) 
证 明 A (ad -bez#0), 将 大 (k=1, 2, 3) 依次 映射 成 w, 


+d 
(k=1, 2, 3), Bl 


(6.2.2) 


= +b +b +b 
“Sard er | 
ATTRA ww, ww, w -u 由 此 得 到 三 点 式 公式 
w-w, 9 — -%4 534z 
wu, w- w, z-i; 5-5 


这 就 是 所 求 的 分 式 线性 映射 ， 或 者 写成 
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这 个 分 式 线性 映射 是 三 对 不 相同 的 对 应 点 所 确定 的 唯一 的 一 个 映射 。 


推论 1 WMR z, BR u, j AIRAADRA ， 则 只 须 对 应 点 公式 中 含有 无 


穷 远 点 m 的 项 换 为 1。 
推论 2 Bu A EMREN, BEA fa) =u, URS) =w 则 
它 可 表示 为 
t 一 切 | es 
= > 《为 复 常数 ) 


点 : 


例 6.2.1 pe LAS SL. z= a 1295800825 e YN t 


: w =0，w2 =1, ws =i 的 分 式 线性 映射 3 o 


1. -1-1 
= 和， 化 从 整理 得 
z-1 
“G= 1) -z 
96.2.2 求 把 z 平 面 上 的 点 和 =1，z2 =i, n = -1 分 别 映射 为 w 平 面 上 的 


in =0, wa =1, w= eee es 
= 由 推论 1 公式 得 0 3 十 = 于 二 二 二 ， 化 简 整理 得 


解 ， 由 公式 得 2 


上 述 例子 ， 说 明了 把 三 个 不 同 的 点 映射 成 另外 三 个 不 同 的 点 的 分 式 线性 映射 


是 唯一 存在 的 。 所 以 ， 在 两 个 已 知 圆周 C 与 C* 上 分 别 取 定 三 个 不 同 点 以 后 ， 必 
能 找到 一 个 分 式 线性 映射 w = 成 z) 将 C 映射 威 C* 。 


例 6.2.3 试 求 将 z 平 面 上 点 1，-1 变 到 w 平面 上 1，-1 的 分 式 线性 映射 


(也 可 称 1，-1 为 不 动 点 ) o 


解 设 映射 为 w= 宇 +b (ad -be#0)。 


c+d 


因为 1t*1， 所 以 1 = e+d= a+b; 


-a+b 


因为 -1e* -1， 所 以 -1= er d= -a+b。 
二 者 相 加 、 相 喊 得 。=d，b =c。 于 是 所 求 映射 为 w= 宪 + 和 。 


例 6.2.4 映射 w= 革 ， 将 区 域 0<Imz < 二 映射 为 什么 区 城 ? 
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@......... 


解 因为 映射 w = 二， 所 以 x+ 订 =z= 二 = 


t 


u+is° 


MTE y= 


由 条 件 区 域 0 <lm z< KRO <y <>, Rhoist, 即 w<0 且 
u? +o? +26>0, Bls <0 Hu? +o? +2v+1>1, BlImu <0 H |u +i 2 >1, 这 说 
明 映射 n= 十 ， 将 区 域 0<Imz < 活 映 为 区 域 Imw<0 且 |w+i| >1。 


2. 分 式 线性 映射 几 个 规则 

映射 会 把 曲线 C 的 内 部 映射 成 什么 呢 ? 现在 我 们 就 来 讨论 这 个 问题 。 

(1) 在 分 式 线性 映射 下 ，C 的 内 部 不 是 英 射 成 C* 的 内 部 ， 便 是 映射 成 C” 
的 外 部 。 

(2) 不 可 能 将 C 内 部 的 一 部 分 映射 成 C" 内 部 的 一 部 分 ， 而 C 内 部 的 另 一 部 
分 映射 成 C" 外 部 的 一 部 分 ， 否 则 就 不 是 一 一 对 应 的 。 

(3) 注意 方向 性 

1) 对 应 点 依次 的 绕 向 我 们 也 可 以 用 下 面 的 方法 来 处 理 。 在 C 上 取 定 三 点 
Z, 2, n, CIE C* 上 的 象 分 别 为 mw w, wo WR C 依 z1 一 zz 一 z3 的 绕 向 
与 C' 依 wi 一 w, 一 ws 的 绕 向 相同 时 ， 那 么 C 的 内 部 就 映射 成 C" 的 内 部 ;相反 
B, C 的 内 部 就 映射 成 C" 的 外 部 ( 见 图 6.2.4)。 


Lk 


图 6.2.4 

2) H (1), (2) 论断 可 知 ， 在 分 式 线性 映射 下 ， 如 果 在 C 内 任 取 一 个 点 
z0， 而 点 zo 的 象 在 C* 的 内 部 ， 那么 C 的 内 部 就 映射 成 C" 的 内 部 ; 如 果 zo 的 象 
在 C" 的 外 部 ,那么 C 的 内 部 就 映射 成 C * 的 外 部 。 

从 而 可 得 : 

O 如 果 圆 弧 上 有 一 个 点 映射 成 无 穷 远 点 时 ， 这 圆 弧 通过 分 式 线性 映射 后 映 
射 成 半径 为 无 穷 大 的 圆 一 一 直线 。 

@ 两 相交 圆 弧 ， 当 两 圆周 上 有 一 个 交点 映射 成 无 穷 远 点 w 时 ， 这 两 相交 贺 
统 所 围 成 的 区 域 通过 分 式 线性 映射 成 角形 区 域 。 

@ 两 加 弧 所 国 戌 的 区 域 ， 当 商 圆周 上 没有 点 映射 成 无 淄 远 点 % 时 ， 则 通过 
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分 式 线性 映射 这 两 图 弧 所 转 咸 的 区 域 映射 成 两 圆 弧 所 围 成 的 区 域 。 

由 于 分 式 线性 映射 具有 保 圆 性 与 保 对 称 性 ， 因 此 ， 在 处 理 边界 由 圆周 、 贺 
弧 、 直 线 、 直 线段 所 组 成 的 区 域 的 共 形 映 射 问题 时 ， 分 式 线性 映射 起 着 十 分 重要 
的 作用 。 下 面 举 几 个 例子 。 

例 6.2.5 圆心 分 别 在 z=1 与 := -1， 半径 为 /2 的 两 贺 孤 所 围 成 的 区 域 


( 见 图 6.2.5) ， 在 映射 w = 二 下 映射 成 什么 区 域 ? 


< 


图 6.2.5 


解 因为 两 个 圆 孤 的 交点 为 -i 与 i 且 互 相 正 交 ， 交 点 -i 由 函数 风 = Hig 
射 成 原点 ，i 映射 成 无 穷 远 点 。 因 此 所 给 的 区 域 经 映射 后 映射 成 以 原点 为 顶点 的 
MERR, KAPTE 


为 了 要 确定 角形 域 的 位 置 ， 只 要 定 出 它 的 边 上 蜡 于 顶点 的 任何 一 点 就 可 以 

To BAARI C, 与 正 实 轴 的 交点 z=Y2 -1， 它 的 对 应 点 是 
e = 2-1+i_ (1-2) +i(2-1) 
-1-i 2-2 

这 一 点 在 第 二 象限 的 分 角 线 C 上 。 由 保 角 性 知 C, 映射 为 第 三 象限 的 分 角 线 
C2 ， 从 而 映射 成 的 角形 域 如 图 6. 2. 5 所 示 。 

例 6.2.6 求 将 上 半 平 面 Im (z) >O 映射 成 单位 贺 1w1 <1 的 分 式 线性 上 映射 
( 见 图 6.2.6)。 


图 6.2.6 


€... .. 


解 解法 1 由 条 件 知 z 平 面 总 有 一 点 := 和 要 映射 成 平面 上 单位 回 周 lw1 = 
1 的 图 心 w=0， 边 界 实 轴 要 映射 成 单位 贺 周 ， 而 A 与 A 是 关于 实 轴 的 一 对 对 称 
点 ，0 与 % 是 关于 圆周 1 w! =1 的 一 对 对 称 点 ， 所 以 根据 分 式 线性 映射 推论 2 
A, z= 入 必 映 射 成 z= m 。 从 而 所 求 的 分 式 线性 映射 具有 下 列 形式 


其 中 , 为 复 常数 。 
zÀ QI, 所 以 1 kl =1, Ml 


由 于 实 轴 上 的 点 z 对 应 着 lwl =1 上 的 点 ， 这 时 | 全 


kze”, XE o 是 任意 实 常数 。 因 此 所 求 的 分 式 线性 映射 将 上 半 平 面 Im (z) >0 映 
射 成 单位 圆 | wl <1。 
把 上 半 平 面 映射 成 单位 圆 的 映射 一 般 形式 为 


=e [2] (A)>0) (6.2.3) 
显然 ， 我 们 也 可 以 在 < 轴 上 与 在 单位 圆周 | wl =1 上 取 三 对 不 同 的 对 应 点 


来 求 映 射 。 
解法 2 “内 点 + 内 点 ， 外 点 ?外 点 ， 边 界 点 + 边界 点 。 取 内 点 z=ic*w =0 内 
点 ， 外 点 z= -icu = 吧 外 点 ,边界 点 z=0tru = -1 边界 点 ， 得 


w= (6.2.4) 
解法 3 我 们 在 * 轴 上 任意 取 定 三 点 : n = -1, z =0, z =1， 使 它们 依次 
对 应 于 1 wl =1 上 的 三 点 : wi = -1，w2 = -i,w3 =1， 那 么 因为 21 一 zp 一 3 跟 


wi 一 wz 一 wa 的 绕 向 相同 ， 由 公式 使 得 所 求 的 分 式 线性 映射 为 
w+1.1-(-1) _z+l.1+1 


w+i 1-(-i) z-0 1-0 


化 简 后 ， 即 得 


ik: 如 果 我 们 选取 其 他 三 对 不 同 点 ， 也 能 得 出 满足 要 求 的 分 式 线性 映射 。 由 
站 可 见 ， 把 上 半 和 平面 映射 成 单位 辕 的 分 式 线性 映射 = 二 不 是 唯一 的 ， 而 是 有 
无 穷 多 个 。 

再 如 利用 公式 w =e (于 人 


当 取 入 =i, 9= -也 得 


当 取 入 =i, 0=0 代入 得 
WE 
z+i w". . 
这 也 是 一 个 把 上 半 平 面 Im (z) >0 RARA o| <1， 且 将 点 z=i 映射 成 国 
心 w=0 的 分 式 线性 映射 。 
例 6.2.7 求 1zl>1 到 Re >0 的 分 式 线性 变换 ,并 使 z=1，-i，-1 分 别 对 
应 于 w=i, 0, -io 
解 点 z=1，-i，-1 分 别 位 于 lzl =1 上 ， 对 应 于 点 w=i, 0 -i, 位 于 Rew 
=0 上 。 而 Rew =0 可 视 作 半径 为 无 穷 大 的 圆周 。 由 公式 得 
wi -i-i z-1-1-1 
w-0 -i-0 z+i -1+i 


化 为 w = 车 为 所 求 分 式 线性 变换 。 


例 6.2.8 求 将 顶点 在 0，1，i 的 三 角形 内 部 映射 为 顶点 在 0, 2，1 +i 的 三 
角形 内 部 的 分 式 线性 变换 。 
解 利用 公式 有 


w-0 1+i-2_(z-0)(i-1) 
w-2 1+i-0 (z-1)(i-0) 


-4z 
得 ”=(i-1)z-(L+i) 


显然 绕 向 0 一 1 一 i-*0 对 应 于 02>] +i0， 知 三 角形 内 部 到 三 角形 内 部 ,边界 
内 部 到 边界 内 部 。 

例 629 求 将 上 半 平 面 Im (z) >0 映射 成 单位 圆 lwl <1 且 满足 条 件 w(2i) =0, 
argw'(2i) =0 的 分 式 线性 映射 。 

解 、 由 条 件 w(2i) =0 知 ， 所 求 的 映射 要 将 上 半 平 面 中 的 点 z=2i 映射 成 单 
位 圆周 的 圆心 w =0。 由 公式 得 


因为 
s _ i 4i 
wC) =e 0337 


故 有 


> 


w'(2i) =e"( -让 


aew'(2i) = arge? + arg( -让 =0+| -到 =o=6= 玉 

从 而 得 所 求 的 映射 为 

1 

e =i (š an) 
例 6.2.10 求 将 单位 圆 1z! <1 映射 成 单位 圆 lw1 <1 的 分 式 线性 映射 〈 见 图 

6.2.7)。 

ero 

r a] u 
6.2.7 


解 设 z 平 面 上 单位 圆 lzl <1 内 部 的 一 点 a R w 平面 上 的 单位 圆 1wl <1 
的 圆心 "=0。 这 时 与 点 a 对 称 于 单位 圆周 1z1 =1 的 点 二 应 该 被 映射 成 平面 上 
的 无 穷 远 点 〈 即 与 w =0 对 称 的 点 )。 因 此 ， 当 :=a 时 ,w=0， 而 当 z-int, 
w= % 。 满 足 这 些 条 件 的 分 式 线性 映射 具有 如 下 的 形式 


vE E 


其 中 , h= -kas 
由 于 = 平面 上 单位 圆周 上 的 点 要 映 成 ”平面 上 单位 圆周 上 的 点 ， 所 以 当 lz1 =1 


时 ，lwl =1。 将 圆周 lz| =1 上 的 点 z=1 RAER, hl | =lul=1, 


又 因 11-al=1l-al, 所 以 Ihl = 1, Bl h =e*， 这 里 9 是 任意 实数 。 由 此 可 知 ， 
所 求 将 单位 圆 1z1 < 1 映射 成 单位 圆 1w1 < 1 的 分 式 线性 上 映射 的 公式 为 
“=e (EE) (lal <1) (6.2.5) 
例 6.2.11 求 出 将 zl <1 映射 为 ol <1 且 使 得 z=1，1 +i 映射 为 w=1，% 
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的 分 式 线性 映射 。 
` 将 1z1 <1 映射 为 lol <1 的 映射 为 w =e 元 。 由 对 称 点 性 质 知 +i 
— 
1 1+i 1+i 
有 T= > o lžij< Raz, MRA 


因为 1 是 不 动 点 ， 由 1 = 


所 以 ee =1+i， 于 是 由 =1Lti 
l-i l-i 
1-z 


例 6.2.12 RH Im(z) >0 映射 成 w-2il <2 且 满足 条 件 w(2i) = 2i， 
arg w'(2i) = -全 的 分 式 线性 映射 。 

解 首先 由 映射 = 了 2 将 lw -2il <2 映射 成 lm 1 <1。 这 时 w (2i) =0。 但 将 
Im (z) >0 映射 成 lw | <1， 且 满足 wi (2i) =0 的 映射 ， 故 知 为 


i (z —2i 
Ki =e"(; F2) 
w-2i_ fz-2i 
则 有 2 =e (ira) 
由 此 得 w'(2i) s26 E 


argu’ (2i) =arg (262) +are( +í] =arg (26°) +ag ( =+) = 8-8 
HFEA arg w'(2i) = - 于， 从 而 得 9 =0， 于 是 得 所 求 的 映射 为 


w-2i_z-2i 
2 z+2i 或 w= 20+) 


En 
如 图 6. 2.8 所 示 。 
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ns 


(w) 


图 6.2.8 


6.3 ” 几 个 初等 函数 所 构成 的 映射 


6.3.1 PRH- 


1. w =z"(n>2) 

(1) 当 z#0 Hf, WRR EEIE 

因为 这 个 函数 在 平面 内 是 处 处 可 导 的 ， 它 的 导数 是 

sama 
因而 当 zz0 时 
wo 

所 以 ,在 :平面 内 除去 原点 外 ， 由 w=z" 所 构成 的 映射 是 处 处 共 形 的 。 

(2) w=m(n>2) 的 特点 

由 映射 在 z=0 处 的 性 质 ， 我 们 令 

j =reig ， w = pe"? 

那么 P=r", p =n8 (6.3.1) 
HE w=2" 映射 下 ， 

1) z 平 面 上 的 圆周 |z| =r RHR w FALHA w| =" 表示 z 的 长 度 伸 长 
RAH |z|- i; argw =9 =ng 表示 角度 是 原来 的 n 倍 。 

2) 角形 域 映射 成 角形 域 。 角 形 域 经 w =z* (n>2) 映射 ， 队 长度 伸 长 或 缩 
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短 为 |:1"…! 售 外， 角度 变 大 到 原来 的 n 倍 ， 仍 然 是 角形 域 。 
特别 是 单位 圆周 |z| =1 映射 

成 单位 圆周 |w| = 1; 射线 = bo 

映射 成 射线 p =n; 正 实 轴 9=0 

映射 成 正 实 轴 p =0; 角形 域 0 < 

6<b (o< T) 映射 成 角形 域 | 

0<p<nbo ( 见 图 6.3.1) 图 6.3.1 
显然 ， 在 z=0 处 角形 域 的 张 角 经 过 这 一 映射 后 变 成 了 原来 的 n 倍 。 因 此 ， 当 n> 
2 时 ， 映 射 w=z 在 z= 0 处 没有 保 角 性 。 

明显 地 ， 角 形 城 0 <9 < 2 映射 “ 
成 沿 正 实 轴 剪 开 的 w 平面 0<p <2m 
( 见 图 6.3.2) ， 它 的 一 边 9 = 0 映射 
成 w 平 面 正 实 轴 的 上 岸 =0; 另外 
一 边 9= 生 映射 成 w 平面 正 实 轴 的 下 
岩 p=2m。 在 这 样 两 个 域 上 的 点 在 所 
给 的 映射 《w=z 或 z=) 下 是 一 一 对 应 的 。 

因此 ， 如 果 要 把 角形 域 映射 成 角形 域 ， 我 们 经 常 利用 寡 函 数 。 

例 6.3.1 求 将 下 列 指定 区 域 化 为 上 半 平面 的 分 式 线性 变换 。 

(1) |z| <1，Im z>0 所 围 区域 ; 

(2) 1z+ 计 > 人 2，|z -il <V2 所 围 区 域 。 

解 (1) 将 Im z=0 (338) 视 为 半径 为 无 穷 大 的 图 弧 ， 与 |z| = 1 有 两 个 交 
点 -1 与 1。 则 映射 w= A 
-IRAEMEAO, i, æ), HRE [-1, 1] 映射 为 负 实 轴 |->, 0}, E 
FEKA GUR:=) 对 应 于 第 二 象限 内 点 (wi = T +i) 

所 以 wi 将 上 半 单 位 加 内 部 映射 为 第 二 象限 内 部 ， 双 映射 n= -好 是 将 第 二 


— O 6 2 


z+1 


o 


(2) 映射 = 


en = -1 映射 


为 w=0 的 角形 域内 角 为 了。 由 保 角 性 ， 角形 域内 角 为 子 ， 又 
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w'(-1)= 


@......... 
w=— 2 
(z+1)2” 


所 以 角形 区 域 由 方向 角 -所 和 -如 两 射线 所 夹 成 。 映 射 wa = 地 将 角形 区 域 映射 


sE: 
2 


H Rew, <0, 映射 w= -iw 将 Rew, 旋转 了 了 角 映射 为 Im >0。 所 以 w = - iw = 
st (E 

例 6.3.2 求 把 角形 域 0 <argz < RARA wl <1 的 一 个 映射 。 

解 由 公式 知 ，wl = 对 将 所 给 角形 域 0<argz< 子 ( 见 图 6.3.3a) 映射 成 上 


FPT mCi) >0 ( 见 图 6.3.3b) ;又 从 上 节 的 例题 知 ， 映射 w= 旦 二 将 上 半 
平面 映射 成 单位 圆 |w| <1 ( 见 图 6.3.3c) 。 因 此 所 求 的 映射 为 


201 + 


wla 


图 6.3.3 


例 6.3.3 求 把 图 6. 3. 4 中 的 月 牙 域 映 射 成 角形 域 3 < argu < $ +a 的 一 个 
映射 。 


图 6.3.4 
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# 因为 月 牙 域 为 相交 圆 弧 ， 如 将 z 平面 中 交点 ;与 -i 分 别 映射 成 w 平面 
+i 


中 的 0 与 w ， 并 使 月 牙 域 映射 成 角形 域 ， 故 第 一 步 为 w=。 


-i 


将 一 已 知 的 特殊 点 z=1 RAER, 得 wl siti, 如 图 6.3.5 所 示 。 

第 二 步 为 将 wi 平面 上 的 角形 域 旋转 过 一 角度 到 一 边 在 正 实 轴 上 的 w 平面 
Es 有 即 顺 时 针 旋转 2 -a, FEV m, =e-i(3-e)w,。 

第 三 步 再 将 u 平面 上 的 角形 域 ( 见 图 6. 3.6) 逆 时 针 旋转 过 二 角度 的 映 
射 为 


=e, 
wu =e, 


即 wete (E-e), =el -IEH ARA, 


va (w2) 


图 6.3.5 图 6.3.6 
6.3.2 根 式 函 数 


根 式 函数 w = 外 实际 上 是 吞 函 数 w=z" 的 反 函 数 ， 如 果 赛 函数 w =z 把 以 原 
点 为 顶点 的 角形 域 映射 成 以 原点 为 顶点 的 角形 域 ， 张 角 变 成 了 原来 的 倍 ， 例 如 
辐 角 arg z 扩大 了 n 倍 ， 即 辐 角 nagz, MERY w = z 的 反 函数 w = 站 特点 就 是 
起 压缩 的 作用 ， 它 将 辆 角 为 arg z 压缩 为 上 arg z 

设 z= |zlex, 则 w=z*=|z|*e 太 。 此 时 ， 长度 压 缩 为 |z|*， 辐 角 压 缩 为 原来 
wE, 

例 6.3.4 求 出 将 角形 区 域 - 下 < argz < 也 映射 为 Imz >0 且 使 得 z= 1 -i, i, 
0 映射 为 w =2，- 1，0 的 分 式 线性 变换 。 

解 用 wl = 将 区 域 逆转 侍 ; 再 用 wa = 地 将 角形 区 域 - 开 <arg z < B 
射 为 Im z>0，0 <arg w <T， 这 时 点 z=1-i，i，0-"o = 省 ，-1,，0。 
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和 


因为 w, =A, -1, 0 必须 喘 射 为 点 w =2，-1，0。 所 以 由 交点 不 变性 


wti 2+1 w+l 4.1 2+) 
w 2 m 4 (4 -2)u +3 £ 
网 Es 24 +1): 
ne "= A -2 et 338 
6.3.3 指数 函数 
(1) 指数 函数 w =e =e =e* + el, MJ|w| = |e] =e", 4f} 0 = argxo = arge" 
=y. 由 于 它 在 全 平面 上 可 导 ， y v 
故 它 在 全 平面 上 保 形 。 | wee 
(2) 当 x=a (a 为 实 常数 ) a 


时 ， 它 表示 z 平面 上 平行 于 y 轴 
的 直线 ， 经 指数 函数 w = er 映射 
变换 为 w 平面 上 的 圆 |w| = e° 
( 见 图 6.3.7)。 图 6.3.7 

(3) 当 y=a (a 为 实 常 数 ) 时 ， 它 表示 :平面 上 平行 于 x 轴 的 直线 ， 经 指 
数 函数 w = er 映射 变换 为 w 平 面 上 的 射线 9=argw =a ( 见 图 6.3.8)。 


当 y=0 BD x 轴 时 ， 它 表示 y| w 
z 平面 上 的 x 轴 经 指数 函数 w = 
e 映射 变换 为 平面 上 的 射线 E 
0=0, BJ 平面 上 的 正 实 轴 。 r [2 z 
当 y=T， 经 指数 函数 w = ` 


e 映射 变换 为 w 平面 上 的 负 图 638 
实 轴 。 
因此 指数 函数 o = e° 所 构成 的 映射 的 特点 是 : 把 水 平 的 带 形 域 0 < Im (z) <a 
(as<2T) 映射 成 角形 域 0 < argw <a; 
因此 ， 如 果 要 把 带 形 域 映射 成 角形 域 ， 我 们 常常 利用 指数 函数 。 
例 6.2.5 映射 n=e’ 将 下 列 区 域 映射 为 什么 图 形 ? 
(1) 直线 网 Rez=c，Imz=ci 
(2) 直线 y=khx +6 (k HKH); 
(3) 带 形 域 w<Imz<B (0<a<B<2m)。 
解 G w=pe?, z=x+iy=re?, J] w=e =e"e—pel =ere。 由 此 可 得 
~(1) 直线 Imz=cz， 平 行 于 x 轴 ， 映 射 成 射线 p = cz; 直线 Rez =cl， 平 行 
于 y 轴 ， 映 射 成 圆周 p = en 。 所 以 直线 网 映 为 极 坐标 网 。 
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(2) 直线 y= 如 +5， 映 射 为 螺 线 p =o; M k=0 BF, BuBD98929 arg w=b 
(e=klnp+b). 

(3) 带 形 域 a< Imz <8 映射 为 张 角 为 B -a 的 角形 域 a<arg <B, 3 o =0， 
B=2 时 ， 映 射 为 滑 正 实 轴 剪 开 的 平面 

例 6.3.6 求 将 带 形 域 0 <Re z <a AIN w PEERY wl <1 的 映射 。 


解 第 一 步 将 z 平 面 上 的 带 形 域 0 < Re z <a RERET, BIN w =e = 
iz (把 带 形 域 映射 为 带 形 域 )。 

第 二 步 令 伸缩 变换 wa = 他 w，( 把 带 形 域 喘 射 为 带 形 域 ) 。 

第 三 步 令 指数 变换 m = e=: (把 带 形 域 喘 射 为 上 半 平面 ) 。 

第 四 步 令 分 式 线性 变换 w = 失地 (把 上 半 平面 取 射 为 单位 轩 ) ,如 图 6.3.9 
所 示 。 


图 6.3.9 

例 6.3.7 求 把 带 形 域 。< Re(z) < b 映射 成 上 半 平 面 Im(w) >0 的 一 个 
映射 

解 第 一 步 将 带 形 域 。< Re(z) <b 〈 见 图 6.3. 10a) 经 过 平行 移动 、 放 大 
(或 缩小 ) 及 旋转 的 映射 w = (z-a) 后 可 映射 成 带 形 域 0<Im(wn ) < ( 见 
图 6.3. 10b)。 

第 二 步 再 用 映射 w = e"， 就 可 把 带 形 域 0 < Im (oi) < 映射 成 上 半 平面 
Im(w) >0( 见 图 6.3. 10e) 。 因 此 所 求 的 映射 为 


w= -e) 


例 6.3.8 RERAN -æo <Re (z)<a, Im (z) = 且 的 带 形 域 0<Im (z) < 
2H 映射 成 带 形 域 0< Im(w) <2 的 一 个 映射 。 
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和 wn 


a) b) 9 
图 6.3.10 


解 第 一 步 映射 函数 
wy =ef I 
把 平面 内 具有 所 设 割 痕 的 带 形 域 ( 见 图 6.3. 11a) 映射 成 去 掉 了 虚 轴 上 一 段 线 
段 0<Im (z) <b 的 上 半 w, 平面 ， 其 中 0 =e ( 见 图 6.3.11b)。 因 为 
arg w =arg e= y (z=z+iy) 

所 以 当 直线 y = 常数 从 y =2H Fi, jh y=H, 平行 下 移 到 y=0 时 ， 射 线 argxwl = 
和 从 gu =n Fih, 经 过 arg w= 了 变 到 arg w, =0, 而 点 z=a+ 历 被 wi =e% 
映射 成 点 w =ie# =ib, 

由 公式 知 ， 第 二 步 映射 函数 

w= Vr 


把 去 掉 了 虚 轴 上 这 一 线段 的 上 半 wi 平面 映射 成 上 半 o, 平面 ( 见 图 6. 3. 11c)。 


vi 


第 三 步 利用 对 数 西数 = n ws ， 便 得 到 所 求 的 映射 


w sinw, -Hin Mw? r7% eñ +e 


6.3.4 WEK 


对 数 函数 w = Lnz 是 指数 函数 w = e° 的 反 函 数 ， 特 点 是 把 角形 域 映射 成 带 形 


域 ( 见 图 6.3.12) 。 


图 6.3.12 
例 6.3.9 求 出 将 割 去 负 实 轴 -o <Re z<0, Im z=0 的 带 状 域 - 卫 <Imz< 


也 映射 为 半 带 域 =n < Im w <, Re u >0 的 映射 。 


解 第 一 步 映射 w=e’ 将 所 给 区 域 映射 为 除去 线段 0< Re w <1, Im wi =0 


的 右 半 平 面 。 


wi +1 
w2—1 


第 二 步 映射 w = 将 区 域 映射 为 除去 射 段 -% <Re ws < -1，Im u, =0 


的 单位 圆 外 部 。 


第 三 步 映射 ws =i Yw。( 取 V1=1 一 支 ) 将 上 述 区 域 映射 为 去 掉 上 半 单 位 贺 


盘 的 上 半 平 面 。 


第 四 步 映射 ws =lnus ( 取 lnl =0 那 支 ) 将 所 得 区 域 映 射 为 半 带 域 
O <Imw, <m, Rew, >0 


第 五 步 映射 w=2ws -im 将 上 面 区 域 映射 为 半 带 域 ~n<Imw<n,，Re u >0 


的 上 映射。 所 以 ， 所 求 映射 为 


e+l 
e-l 


w=In ( 见 图 6. 3. 13) 


"6.3.5 ” 儒 可 夫 斯 基 函 数 


1. 偶 可 夫 斯 基 函 数 的 定义 
2 
定义 形 如 w= 方 (z+ 后)(。>0) 的 西数 ， 称 为 雷 可 夫 斯 基本 数 ， 或 全 可 夫 


斯 基 映 射 。 
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Was 


F 


v 
w 
b) 
w 
wo 
mi 
© 


图 6.3.13 


2. 偶 可 夫 斯 基 函 数 的 解析 性 

特点 是 除 极点 z=0 外 处 处 解析 ， 除 极点 z=0 和 z= +a 外 处 处 共 形 。 
人 

癸 可 夫 斯 基本 数 w = —- :+E)(a>0) 是 由 t= ER t=, w= atina 


而 成 的 。 它 将 通过 点 z=a fi z= -a 的 圆周 C 的 外 部 一 一 对 应 地 共 形 映射 成 除去 
一 个 连接 点 w=a 与 w= -a 的 贺 弧 8 的 扩充 平面 ; 当 C 为 圆周 |z| =a 时, 5 将 退 
化 为 线段 -a<Re w<a，Im w =0。 

例 6.3.10 求 映射 w= 涩 (+ 二 ) 将 下 列 区 域 喘 射 成 为 什么 图 形 ? 

(1) |z| <R<l; g |z| >R>1; (3) |z|<1 H Imz <0, 

f AAB w= H-4). 所 以 令 z=pei =pcosg +ipsing， 可 表示 为 


u=3(P ++) 8, v=z(P +5) 
(1) RAAR A A 


+ 
(z+) yA 必要 全 是 
当 z 沿 圆周 |z| =R 正 向 旋转 一 周 , w 沿 椭圆 周 逆向 旋转 一 周 时 ，|z| < R 内 部 被 
映射 为 精 贺 周 外 部 ( 见 图 6.3. 14a) o 
(2) 圆 域 的 边界 映射 为 椭圆 周 
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t at iner s 


“on 


当 z 沿 圆周 |z| = -R 族 转 一 周 时 与 灌 精 圆周 旋转 一 周 时 绕 向 根 同 ， iai >R 
外 部 被 映射 为 椭 贺 周 外 部 (ILE 6. 3. 14b) 。 


y 


图 6.314 
G) WDR L, L, h, HRH s, s2, ss 则 
L:0=0, 0<p<1 IN sie =0, 1<ux +.% 
L:0=x, Opal HN sre, —@% uet 
L:m<0=<2w, p=1 XN sie =0, -1<us1 
由 绕 向 知 | 革 <f;，Im z <0 映射 为 上 半 平 面 Im w >0 ( 见 图 6.3.15)。 


图 6.3.15 


第 6 章 小 结 


一 、 导 学 
本 章 通 过 导 函 数 的 九 何 性 质 分 析 ， 引入 解 析 卫 数 共 形 映射 的 特性 与 应 用 。 
共 形 映射 的 基本 点 : 一 是 解决 已 知 一 个 区 域 共 形 映射 到 另 一 个 区 域 的 解 枚 函 
数 如 何 构成 ; 二 是 解决 已 知 一 个 区 域 在 已 知 解析 函数 的 作用 下 共 形 映射 就 出 另 一 
个 区 域 的 问题 。 为 了 解决 这 两 个 问题 ,我们 引 和 人 了 最 简单 的 分 式 线性 上 映射。 分 式 
线性 映射 具有 保 角 性 、 保 圆 性 、 保 对 称 性 的 性 质 。 特 别 是 它 可 以 将 直线 与 圆 进行 
变换 ; 同时 我 们 利用 时 函 数 与 根 式 函 数 解决 了 角形 区 域 之 间 的 变换 ;利用 指数 函 
leita tt AE ENTIE WENGER, ARMERAD 
带 来 了 方便 。 
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@.......—. 
N: 一 = 


在 解决 上 面 两 个 问题 的 同时 我 们 引入 上 (F) 半 平 面 映射 成 上 (下 ) 半 平 
面 的 分 式 线性 变换 、 上 半 平 面 映射 成 单位 图 内 部 的 分 式 线性 变换 和 单位 加 映射 成 
单位 圆 的 分 式 线性 变换 。 这 些 线性 变换 为 我 们 提供 了 解决 其 他 区 域 的 变换 方法 。 

二 、 内 容 提要 

1. 解析 函数 导数 的 辐 角 与 模 的 几何 意义 

(1) 曲线 在 一 点 切线 方向 : 若 z 平面 内 有 一 条 有 向 连续 曲线 C: z = z(t) 
(astsp)。 在 点 ;0 =z) ADR, FE (t1) 天 0 (as<to<B) ， 则 表示 z(to) 
的 向 量 与 C 相 切 于 点 za。 规定: 这 个 向 量 的 方向 是 曲线 上 点 zo 处 切线 的 方向 ， 
且 有 

1) Arg z(io) 表 示 曲 线 C 上 点 zo 处 切线 的 正 向 与 * 轴 正 向 之 间 的 夹 角 。 

2) 相交 于 一 点 的 两 条 曲线 C, 与 C, 正 向 之 间 的 夹 角 ， 就 是 交点 zo 处 两 条 切 
线 正 向 之 间 的 夹 角 。 

(2) 转动 角 : 解析 函数 用 z) 在 解析 区 域内 一 点 zw6 的 导数 (z0) #0, C 为 
经 过 点 z 的 一 条 有 向 光滑 曲线 ， 其 参数 方程 为 :=z(t) (ast<B) 正 向 相对 于 
参数 ! 增 大 方向 ， 则 

1) 称 辐 角 argf'(z) CA“(z) 关 0) 为 曲线 CC 经 过 w = fiz) BRAHE HE zo 处 的 
转动 角 。 

2) 转动 角 的 大 小 和 方向 跟 曲 线 C 的 大 小 和 方向 无 关 ， 则 映射 称 具有 转动 角 
的 不 变性 。 

(3) 伸缩 率 : 称 |f'(z) | 是 经 过 映射 n=f(z) 后 通过 zo 的 曲线 C 在 zo 的 伸缩 
率 ， 它 与 曲线 C 的 形状 和 方向 无 关 ， 则 映射 称 具有 伸缩 率 的 不 变性 。 

2. 共 形 映射 

(1) w=f(z) 在 点 zo 的 邻 域内 有 定义 ， 如果 点 zo 的 任意 两 条 曲线 间 的 夹 角 
在 映射 n=f(z) 下 既 保 持 大 小 又 保持 方向 ,， 则 称 映 射 w =f(z) 在 zo 处 具有 保 
角 性 。 

若 映射 w -7(z) 在 某 区 域内 的 每 点 处 都 具有 保 角 性 ， 则 称 映射 m=f(z) 是 该 
区 域内 的 保 角 映射 。 

(2) Ë wf) TER zo 的 邻 域内 是 一 一 对 应 的 ， 则 在 zo 处 具有 保 角 性 和 具 
有 伸缩 率 的 不 变性 ， 那 么 称 映 射 mw = f(z) 为 第 一 类 共 形 映射 。 

3. 解析 函数 妈 = f(z) 的 映射 性 质 

E wf) ERRARE "(zo) #0, WE w =f(z)£E zo 处 具有 人 性质 

(1) 保 角 性 ; 

(2) 保 伸缩 率 的 不 变性 。 

4. ikh wfe) A z 处 具有 保 伸 缩 率 的 不 变性 ， 但 仅 保持 炭 角 的 绝对 什 
不 变 ， 而 方向 相反 ， 则 称 映射 w=f(z) 为 第 二 类 共 形 映射 。 
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第 6 章 wan 


5. 保 域 性 : PRA wf) ERR D AFREK, EREHE, N DH 
像 G=f(D) 也 是 区 域 。 

6. ÆRA wf) £ E 8 D $| E 3 G=f(D) 的 共 形 映射 ， 那 么 

(1) 映射 m=f(z) 在 区 域 D 内 每 点 解析 且 f ' (z) +0 

(2) REg- (w) 将 在 区 域 G 内 共 形 映射 到 区 域 D 内 , H. 

1 
号 = eD, wo =f(zo) eG 
7. 分 式 线性 变换 


定义 w= 旦 (ad -如 天 0) 为 分 式 线性 变换 ， 也 称 为 双 线 性 变换 。 


Ë: (1) 分 式 线性 变换 道 变换 映射》 为 := 一。 


(2) 两 个 分 式 加 性 变换 的 复合 仍 是 分 式 线性 变换 ，、 

8. 分 式 线性 变换 的 分 解 

分 式 线性 变换 可 以 分 解 为 以 下 三 个 简单 变换 (假设 > 平面 与 w 平面 重合 ) : 

(1) 平移 变换 w =z+ (b 为 复数 ) 。 

(2) 旋转 与 伸缩 映射 = az gror 复数 ) 。 

(3) 倒数 变换 ( 反 演 变换 ) w = 一 ， 是 两 个 对 称 变换 w = 二 与 w =w 的 
RE. 

9， 对 称 点 

3⁄ OP - 0P' = #k P 5 P'X: PUS] C 对 称 ， 规 定 无 穷 远 点 S. 心 0 对 称 。 

10. 分 式 线性 变换 的 性 质 

(1) RAHE. 

(2) 保 圆 性。 . 

(3) 保 对 称 性 。 

11. 唯一 决定 分 式 线性 变换 的 条 件 

当 给 定 z 平面 上 任意 三 个 相 异 的 点 ,2 ，2 以 及 w 平 面 上 任意 三 个 相 异 的 
Aw, w, w 时 就 唯一 确定 一 个 将 《k=1，2，3) 变换 为 zk (k=1, 2, 3) 
分 式 线性 变换 。 公 式 为 < .2 = 一 下 Bongu t, MUD -= 


w-w, WW 了 -2 ZZ) M43040 一 202 


b (od -icz0)。 


es an 
24 -2 33-7 
12. 交 比 不 变性 
H (11) 可 得 分 式 线性 变换 的 交 比 不 变性 ， 得 到 在 扩充 平面 上 的 相 异 四 点 
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@ 复 变 西数 与 积分 变换 


Zis %2, 2, 4 有 2 =: n 
Wa WI w> 
Wa -w 403 -wz 

13. 分 式 线性 变换 下 确定 区 域 的 几 个 法 则 

(1) # C 为 封闭 曲线 ， 如 果 在 C KARERA z Wi z 的 象 在 C' 的 内 部 ， 
则 C 的 内 部 就 变换 尖 C' 的 内 部 ;如果 zo 的 象 在 C7 的 外 部 ， 则 C 的 内 部 就 变换 为 
C' 的 外 部 。 

(2) ( 绕 向 法 则 ) HEC 上 任 取 三 点 十 ， n, 5 变换 为 C' 上 三 TEN 
wo WR CIR a 5225 的 绕 向 与 C' 依 wi 一 ws 一 ws 绕 向 相同 ，C 的 内 部 就 变换 
为 C" 的 内 部 ， 相 反 时 ， 则 C 的 内 部 就 变换 为 C' 的 外 部 。 

(3) 区 域 由 两 个 贺 周 的 弧 围 成 时 对 应 的 区 域 

1) 当 两 个 圆周 上 没有 点 变换 成 无 穷 远 点 时 ， 这 两 个 贺 周 的 缴 围 成 区 域 变 换 
成 两 个 圆周 的 弧 所 围 成 区 域 。 

2)- 当 两 个 加 周 上 有 一 上 变换 成 无 过 点 时 ， 这 两 个 图 周 的 弧 轩 成 区 城 变 所 
成 一 个 圆 弧 与 一 直线 所 围 成 区 域 。 

3) 当 两 个 图 周 上 有 交点 中 的 一 个 变换 成 无 穷 过 点 时 ， 这 两 个 加 辕 的 红 力 成 
区 域 变换 角形 区 域 。 

14. 几 个 典型 的 分 式 线性 变换 

(1) 上 (F) 半 平 面 映射 成 上 (F) 半 平 面 的 分 式 线性 变换 

e= SEL (ad -be >0 且 为 实数 ) 
(2) 上 半 平 面 映射 成 单位 圆 内 部 的 分 式 线性 变换 
e =e [1-2] (0 为 实数 ) 
(3) 单位 圆 映 射 成 单位 圆 的 分 式 线性 变换 
w= (FTA) (1X1<1, 0 为 实数 ) 

15. 几 个 初等 函数 构 谨 的 映射 

(1) WRK 

宕 函数 w =z (n>2) 所 构成 映射 的 特点 是 把 以 原点 为 顶点 的 角形 域 映射 为 
以 原点 为 顶点 的 角形 域 ， 但 张 角 变 成 为 原来 的 48 

注 : w= 名 是 短 丁 数 w =z 的 反 函 数 ， 符 点 是 将 辐 角 arg z 压缩 为 Larg z, 

(2) 指数 函数 

指 娄 函数 =e5 疡 构 式 映 射 的 特点 是 处 处 保 角 的 ， 它 把 水 平 的 带 形 城 0 < Imz 
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° 与 分 式 线性 变换 的 交 比 不 变性 相应 的 wi, W2, 


w, w, 有 


第 6 章 = 
<a (a <2m) 映射 成 角形 域 0 < Arge <a, 


注 ; w = Lnz 是 指数 函数 w=e’ 的 反 函数 ， 和 
* (3) 和 本人 


华 可 夫 斯 基 汪 数 w = 二 (z+ 全 ) (a >0) 的 特点 是 除 极点 := O 外 处 处 解析， 
除 极点 :=0 和 z= +a MMES, TRIER u= (z+) (5>0) 是 由 


a 


EREE, ë, vsa HATIR 它 将 通过 点 z=a 与 z= -a 的 贺 周 C 的 外 


z+a 
部 一 一 对 应 地 共 形 映射 成 除去 一 个 连接 点 w = a 与 w= -a BUL 8 HD REP o 
当 C 为 圆周 |z| =a 时 , 6 将 退化 为 线段- a<Re w<a, Im w=0, 
三 、 疑 难 解析 
L ER w = 2 将 经 过 点 z=i 且 平行 于 实 轴 正 向 的 曲线 的 切线 的 方向 映射 
成 w 平 面 曲线 上 那 一 个 方向 。 
E ”因为 函数 w =z 的 导数 (2) =2z, f'(i) =2i， 旋 转角 为 argf '(i) = 


至 。 所 以 函数 w = 字 |,., = -1， 由 导数 施 转 角 的 几何 意义 知 ， 过 点 =i 且 平行 于 
实 轴 正 向 的 曲线 的 切线 的 方向 经 过 函数 w= 映射 成 平面 曲线 在 过 忆 = -1 B. 
平行 虚 轴 正 向 的 曲线 的 切线 方向 ( 辐 角 施 转 于 舱 )。 


È 当 分 式 线性 变换 = Et (ad -te 关 0) 将 单位 圆周 |z| =1 跨 射 成 w 平 面 
上 的 直线 ， 其 系数 只 需 满足 条 件 ab - cd 天 0 对 吗 ? 

E ”回答 的 不 完整 。 

:因为 w 不 是 常数 ， 理 应 满足 条 条 ab - cd 基 0。 要 使 单位 圆周 | 寺 = 1809 w 


平 页 上 直线 ， 则 单位 圆周 |z| =1 上 有 一点 应 映射 为 无 穷 大 (wm ) ， 即 m =Z, 


所 以 e+d=0， 解 得 1z| = | 二 | =i, 得 1e| = 141, 故 应 满足 条 件 ab -od 0 E 
Jel = 1d| 才 行 。 f 
3. 将 平面 上 单位 加 内 部 |z| <1 映射 成 w 平 面 上 单位 加 内 部 |w| <1 的 映射 
w =e 外 中， 实数 9 的 几何 意义 是 什么 ? 
答 9 的 几何 意义 是 映射 w=f(z) 在 点 :=a 处 的 旋转 角 arg w'(a) ,而 
a_l-aa ei 1 


' 二 上 
(oae Gae) e Laga paraje p ISl <) 


所 以 arg w'(a) = arg e? -arg (1 — lal?) =0-0 =0 
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4. 说 明 对 称 映射 n=z 不 是 分 式 线性 映射。 

E ”因为 对 称 喘 射 w =z 可 以 化 为 上 + 和 =x -iy， 所 以 w=x, v= -yo 
XAA siais -1; sos -io URRENI- RERI, HRA 
= 不 解析 ， 而 分 式 线性 映射 是 解析 的 。 故 对 称 映射 n=z 不 是 分 式 线性 映射 。 

四 、 杂 例 


例 6.1 映射 w= 二 +1， 将 区 域 0<Imz<1，Rez>0 映射 为 什么 区 域 ? 


解 AAR uwi 可 以 看 成 -1 =wi， 所 以 x+ 这 =z= 过 = 了 


Tw utww 
v u 
xs = 一 一，y= 一 上 一 
解 得 a+ + 


pani PON 
u? + 
1 


i 2 a a ck 
<l, rz” Mu>0,v>0 有 uv + v=(u >) + 170, BJ 


由 条 件 区 域 0<Im z <1 A Re >0， 即 区 域 0<y<1 且 x>0, 推出 0< 


Im wi >0, Re w, >o R| -+| >+ 

这 说 明 映 射 w = 二 ,将 区 域 Re z>0，0 < Im z <1 映射 为 Im w >0, Re w, 
>, 且 wi -去 | > 二 后 ,再 平移 一 个 单位 为 区 域 mw >0，Re w >1 H 
bi 


例 6.2 求 将 |z*-2| >1 和 |z+2| >1 映 为 同心 辆 环 域 < |o | < R 的 分 式 线性 
映射 ， 并 求 出 R. 
解 ”本 题 是 已 知 两 个 区 域 求 分 式 线性 映射 的 问题 ， 所 以 我 们 先 在 z 平面 上 取 
四 点 3、1、-1、-3 依次 对 应 好 平面 上 四 点 1、-1、- 有 R、R， 由 分 式 线性 映射 
的 交 比 不 变性 得 
-3-3. -1-3 R-1. -R-1 
-3-1 -1-1 R+1 -R+1 
解 出 R=7+ sB =7 +4 5 
2-3 ~1-3_w-l -(7+48) -1 
z-1 -1-1 w+l -(7+45) +1 
-4343 ) z-(9+53) 
解 出 后 整理 可 得 w GEROL) 
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sse =g 
(5+3 83) z-(9+543) 
可 以 验证 "= +A) O5) : 
将 Im (z) =0 映射 成 In(w) =0; 将 Im (z) >0 映射 成 Im (w) >0; W lz- 21 m 
射 成 jw| =1; 将 |z+2| >2 映射 成 |w| <R。 
例 6.3 试 求 |z| <2 到 |w-1|<1 的 分 式 线性 映射 f(z)， 并 使 得 f(z) =O, 


KO) => 
M HRSG) =0 知 所 求 的 映射 要 将 点 ==2 映射 成 = 0。 可 设 映射 公式 
又 知 条 件 /(0) =t, RAAR = [022] = 条， 即 A=4is 


取 z =2 的 对 称 点 z= -2， 而 z = -2 对 称 点 对 应 点 为 w =2， 故 知 帮 -2) =2。 
4 ， 推 出 人 =2k-2。 


AJT 2+A 
HOPE A =4k, 入 =2k -2。 解 出 k= -1, 入 = -4。 
从 而 得 所 求 的 映射 为 
2-2) 2-z 
w= - (4 "+ 


例 6.4 设 区 域 为 相交 于 0 fi B3efa32 0 DBBm3UTBII 86, DRK 
I D 映射 为 上 半 平 面 的 共 形 映 射 。 

解 第 一 步 先 取 z 平 面 上 点 0，i 映射 成 平面 上 点 0，%， 得 w= 将 区 
域 映射 为 角形 区 域 Di: z - E Sag ucni (JEP w HRB =0, 0<y< 
1 映射 为 负 实 轴 ) 。 

第 二 步 取 指 数 函 数 wa = exp ( - i)e, 把 区 域 Di 旋转 为 角形 区 域 
Dy:0<argw, < To 

BESWEER w = (wa)* 将 D, 映射 为 上 半 平面， 即 


[e G) = (5. 
五 、 思 考题 


1. 具有 伸缩 率 不 变性 与 保 角 性 的 映射 为 什么 称 为 共 形 映射 ? 
2. 为 什么 说 解析 函数 w =f(z) 的 映射 在 的 旋转 角 和 伸缩 率 与 过 zo 的 曲线 
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C 的 


形状 与 方向 无 关 ? 
3. 分 式 线性 映射 有 几 个 复 参 数 ? 几 个 实 参数 ? 有 几 种 方法 可 以 唯一 确 郑 一 


个 分 式 线性 映射 ? 


4. 关于 圆周 C 的 对 称 点 有 什么 特性 ? ENAREN 怎样 利 用 对 称 上 的 


不 变性 ? 


5. 怎样 理解 一 个 分 式 线性 映射 ? 
6. 映射 w = 能 否 将 z 平面 上 单位 圆 |z| 映射 成 ”平面 上 单位 加 |v| <1， 


Im z>0? 为 什么 ? 


7. 知 函 数 w=z"(zx0) 具 有 将 角度 扩大 nn 倍 的 性 质 ， 为 什么 它 对 以 z=0 为 


顶点 、 张 角 为 一 2 的 角形 域 构成 共 形 映射 ? 


DM 六 
SS 
L WRA) = 于 在 ==1，z= -;i 处 的 伸缩 率 与 转动 角 。 j; 


2. 若 映 射 由 下 列 函 数 实现 ， 试 问 平面 上 哪些 部 分 收缩 ， 哪 些 部 分 伸 长 ? 
(1) w=? +2z; (2) w=e', 


; 3. 在 w=2zi +i 的 变换 下 ，0 之 Re z <2 变 成 什么 图 形 ? 


4. few = 的 变换 下 ， 下 列 措 定 区 域 变 成 什么 图 形 ? 

O) Da =i, 25-1, s = 1 为 顶点 的 三 角形 ; 

(2) Imz>0。 < 
5. 对 本数 w= 二， 求 下 列 曲 线 或 区 域 的 象 

(1) MARRY =k 

(2) MRA + =ar; 

(3) 带 形 域 Re z>0, 0<Imz<1; 

(4) 角形 域 2>1，7y>0o。 人 su 


6. 求 出 下 列 映 射 中 并 不 保 角 的 = 平面 上 的 点 。 


(1) w=Z+z+1; (2) w=e2?, Ç 
7. 下 列 区 域 在 指定 的 映射 下 变 成 什么 区 域 ? 

(1) 带 形 域 y -2x+2>0, y-2r+640, w=e; 

(2) 上 半 平 面 Imz>0, w = (1 +i)z$ 


(3) 区 域 R< |z| <1, 0 <Imz, w= + z2), 


8. 将 下 列 圆 弧 所 图 区 域 喘 射 到 上 半 平 面 ， 求 其 变换 函数 。 
(1) lzl<1, Iz+i|<1; ONU qé, 1z-1|>i。 


cO RE PRERIO F yaqa o PERAI, i, -T RARRERN, 3 
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确定 上 半 平面 在 这 个 变换 下 变换 成 什么 区 域 ? 


10, 求 把 上 半 平 面 变 换 到 下 半 平面 ， 且 将 :平面 上 的 点 0，i 分别 映射 为 平面 上 的 点 1, 
-i MARREN. f 
11. 试 求 把 上 半 平面 变换 到 单位 图 ,有 满足 人 a+j) =0, as f (a +i) =T (b>0) 的 
共 形 映射 n 
12, RWM |; | <2 变换 成 右 半 平 面 Re w>0, ARESO) =1, sr f (0) = Ttt 
映射 

13. 试 求 将 区 域 -了 于 <mgz< 卫 变换 到 单位 贺 的 共 形 映射 。 


14 斌 求 将 区 域 0< er z< 于 《0 < |z| <1) 共 形 映射 到 单位 图 的 共 形 映射。 


15. 试 求 将 单位 图 |z| < 1 共 形 映射 到 |w -1|<1， 且 满足 1(0) =+, FO) =0 的 共 形 


映射 。 
16. 试 求 将 上 半 单 位 轿 外 部 |z | > 1，Im >0 共 形 映射 到 上 半 平 面 的 共 形 映射 。 


7 斌 求 将 单位 加 |:| <1 内 除去 两 条 制 线 ( -1，- 方 ] 与 [ 志 ，!) 后 的 区 域 D 共 形 喘 对 
到 |w|<1 WERA, 
B 类 


18. REM Aa) = (2+1)? 在 点 =i 的 伸缩 率 与 转动 角 。 
19. 求 出 点 2 +i 关 于 圆周 C: |z- il =3 的 对 称 点 。 


20, RBM w fla) = 于 多 将 |:|>2 映 射 成 平面 上 什么 图 形 ? 


21. OREM |z] <1 共 形 喘 射 到 |w1<1， 且 清 足 用 记 ) =0，/'(0) >0 的 共 形 映射 


22. 试 求 把 上 半 平 面 Im (z) >0 变换 到 单位 圆 |w| <1, BNWE f(1 +i) =0, f(1 +2i) =+ 
的 共 形 映射 。 

23. BA w =f(z) =e HEO <1n (z) < 并 映射 成 平面 上 什么 图 形 ? 

24. 映射 wu=f(z) =z HO <arg z< lal <2 映射 成 平面 上 什么 图 形 ? 

25. 映射 n= 扩 z) = n z 将 上 半 平 面 Im z>0 映射 成 平面 上 什么 图 形 ? 

26. 映射 w= 二 (z+ 二 ) 将 1z1<1 B Ima <0 映 对 成 平面 上 什么 图 形 ? 


27. 试 求 将 圆 |z -2 1 <1 共 形 映射 到 |w -2i| <2， 且 满足 /(z) =i, arg f '(2) =0 的 共 形 
映射 。 


28. 试 求 将 角形 区 域 - 人 < aa z < 于 共 形 映射 到 上 半 平 面 , 旦 满足 (1 -i) = 2， 
FG) = -1, f(0) =0 的 共 形 映 射 。 
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数学 中 常常 采用 变换 的 方法 把 一 些 复 杂 的 问题 转化 为 相对 比较 简单 
的 问题 后 进行 运算 。 工 程 技术 人 员 在 处 理 与 分 析 工程 实际 问题 中 ， 也 党 
采用 积分 变换 ， 即 通过 一 种 特定 的 积分 运算 ， 将 一 类 函数 转换 成 另 一 类 
函数 的 变换 ， 使 积分 变 得 简单 或 者 可 积 ， 同时 由 于 积分 变换 是 一 种 可 乾 
运算 ， 可 方便 地 处 理 与 分 析 实 际 问题 ， 所 以 它 在 自然 科学 和 各 种 科技 领 | 
域 中 有 着 广泛 的 应 用 和 研究 ， 是 一 种 必 不 可 少 的 数学 工具 。 本 章 首先 介 | 
绍 传 里 叶 积 分 变换 。 l 


71 傅 里 叶 变换 的 概念 


71.1 傅 里 叶 级 数 

在 学 习 高 等 数学 传 里 叶 级 数 这 一 章 时 ， 我 们 已 经 知道 一 个 以 7 为 周期 的 
函数 /At) ， 如 果 在 [ - 子 , 开 ] 上 满足 多 利克 雷 〔 Dirichlet) 条 件 (简称 狐 氏 条 
件 ) ， 即 函数 在 [ T, Z] 上 满足 : 

(1) 连续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ; 

(2) 至 多 只 有 有 限 个 极 值 点 ， 那 么 在 [ T, T] 上 就 可 以 展 成 愈 里 叶 级 数 。 
ERSO) 的 连续 点 处 有 

fO) = = + š (a, cosnaË + b.sinnast) (7.1.1) 


其 中 ， v= 


2 £ 
% = Fj pdt 


s: 
a = FS J G) eosnatd (n =1,2,3,4, =) 
Ë. 
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g 
2 í: 
b, = + | of sinnotdt (n=1,2,3,4,.%) 


下 面 我 们 把 伟 里 叶 级 数 推广 为 复数 形式 。 为 了 与 工程 上 习惯 相符 合 ， 我 们 在 
第 7、8 章 记 Y -了 =j 为 虚数 单位 。 利 用 欧 拉 公 式 


通过 相 加 和 相 减 得 
te á P-e” d-e 
cost = 5%; sint = 


此 时 ， 式 (7.1.1) 可 写 为 
(=. 1 
> 


(= e. —jbn jot | aa a 

Go = = 2 fa 

C, = a, — jb, = 2 FEJO) Loom — j sinnot]dt 
= 2 fierar (n = 1,2,3,4,---) 


I 
em = an jb, = T| fed (n=1,2,3,4,.) 
而 它们 可 合 写成 一 个 式 子 
* 
e = $ /Dea (n=0,+1, +2, +3, +4,..) 


若 令 an =nw (n=0, +1, +2, +3--) 
则 式 (7.1.1) 可 写 为 


fü) = E Eo = LY e 
这 就 是 傅 里 时 级 数 的 复数 形式 ， 或 者 写 为 
K) = 2S [finera] (7.1.2) 
在 电学 中 称 w EDARAK Cinnt, o,o), c, 39 n 次 谐 波 的 
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复数 振幅 ，c, 的 模 1 c. | 为 ”次 谐 波 的 幅度 频谱 。 
7.1.2 傅 里 时 积分 


当 周 期 趋 于 无 穷 大 时 ， EERME), 都 可 以 看 成 是 一 个 由 某 个 
周期 7 的 函数 /7(:) 当 周期 7 一 + 时 转化 而 来 的 。 和 多 T> 


tont, MRAMR o= EAEN (W Aw, =o, -0 = 每, RTE) 可 


用 do 表示 。 此 时 离散 角 频 率 no 变 为 连续 角 频 率 ndw， 连 续 角 频率 可 用 o RA, 
则 复数 振幅 为 


T L 
(e) = lime, = in + 0) a ed (o, = na) 
四 ef uye: 
其 中 $ F(o) = |” aye =a, 则 
etw) = HST Aed] = LF(o)ao 

从 电学 角度 看 ，e(w) 的 意义 是 明显 的 ， 它 表示 非 周 期 信号 人 2) 所 包含 的 角 
频率 为 o 的 谐 波 分 量 的 复数 振幅 ， 其 模 值 | c, | 就 是 振幅 。 当 7 一 + 时， 离散 
角 频 率 nw 变 为 连续 角 频 率 oo ME “E” EIRAS “f”, MARKSO) 
便 可 转化 为 (1) ， 即 有 


dim fr(t) =f(t) 
M 
AD = + [| Codo 
即 AD = 二 三 Po)eraw 
亦 即 f) = =É [ 广 "Arje rdre do 


上 式 称 为 函数 f(t) 的 傅 里 叶 积分 公式 ， 是 傅 里 叶 积分 公式 的 复数 形式 表示 
R, 显然 其 推导 是 不 严格 的 。 至 于 任 一 个 非 周期 函数 f(:) 在 什么 条 件 下 ， 可 以 
用 仿 里 叶 积 分 公式 来 表示 ， 有 下 面 的 收敛 定理 ; 

定理 7.1.1 ( 健 里 叶 积 分 定理 ) HBA) 在 (-am， EE 上 满足 下 
列 条 件 : 

(1) 函数 (O 在 任意 有 限 区 间 [a, b] 上 满足 狄 利克 雷 〈Dirichlet) 条 
件 。 Aea ý 
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(2) BASO) 在 无 限 区 间 ( - =, +=) 上 绝对 可 积 ， 即 广义 积分 
J” Ko ee 收 策 ， 则 在 连续 点 :处 有 全 里 时 积分 公 趟 


KÄ = 款 广 e ferjed] do (1.1.3) 


RE, TERNA) EENAA A, DEO EO ea, 


这 个 定理 的 条 件 是 充分 的 ， 它 的 证 明 要 用 到 较 多 的 数学 基础 理论 ， 这 里 从 
略 。 i 

公式 (7.1.3) 是 fs) 的 侍 里 叶 积分 公式 的 复数 形式 ， 利 用 殉 拉 (Euler) 
公式 ， 可 将 它 转化 为 三 角 函 数 形式 。 因 为 


fO) = 去 广 [ 广 KmDedrlerdw 
= hal- [roar 
= Ł Sf f(T)cosw(t -r)dr +i f(r)sino(t — 7)dr]dw 
考虑 到 积分 pasa -7)dr 是 的 奇 函 数 ， 就 有 
[EE [finn sn -7)gr]do = 0 
从 而 
G) =} BU “tr)coso(t ~ r)dr]dw (1.1.4) 
又 考虑 到 积分 a -7)dr XF o WAEN, R (7.1.4) 又 可 写 为 


AD = 1 Í [J A) -7)ar]do (1.1.5) 


这 便 是 f(t) 的 传 里 叶 积 分 公式 的 三 角 表 示 形 式 。 
在 实际 应 用 中 ， 常 常 还 要 考虑 f(:) 是 奇 函 数 和 侦 函 数 的 侍 里 叶 积 分 公式 。 
HA) 为 奇 函 数 时 ， 利 用 三 角 函 数 的 和 差 公式 , R (7.1.5) 可 写 为 


Ki) = 47 [ AC) coswt bi + sinot sinor)dr]dw 


HAU) 0538, MAr) coor Mfr) siner 分 别 是 关于 7 的 奇 函 数 和 偶 函 
数 。 因 此 


fa) = 二 全 [六 mmsinordr]sinotdw (7.1.6) 
Hf) 为 偶 函 数 时 ， 同 理 可 得 
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f) = zr [ Í Cr) eoswrdr]eoswrde 


EMANAK 48 En FS EU CRMB ER k5KEUYZt K. 
注 : Mf) WE (0, +0) 上 有 定义 ， 且 满足 健 里 叶 积分 存在 定理 的 条 


件 ,我 们 可 以 采用 类 似 于 傅 里 叶 级 数 中 的 奇 延 拓 或 偶 延 拓 的 方法 ， 得 到 .ft) 相 
应 的 傅 里 叶 正弦 积分 展开 式 或 傅 里 叶 余弦 积分 展开 式 。 
E iSl 


例 7.1.1 利用 传 里 叶 积分 公式 证 明 : 当 函数 KD = {o 其 他 


li] <1 


(1.1.7) 


i sinw coswt gy > 
w 


ll =1 


© aja nja 


lel >1 


并 且 写 出 传 里 叶 积分 表达 式 。 
解 根据 传 里 叶 积分 公式 的 复数 形式 (7. 1. 3) ， 在 连续 点 Z +1 时 ， 有 


KO = f. [ER ear] 
j zl [J (esse - j sinor)dr]ewdw 
a Lf” Í [ coswrar]e™dw 
i +Ë Se( coswt + j sinwt) dw 
m 2 sino cosatd 
ki w 
为 连续 点 的 傅 里 叶 积分 表达 式 。 
当 4= *1 为 间断 点 时 ,7 人 应 以 人 1 +O) A10) 140. Le, 


根据 上 述 的 结果 ， 我 们 可 以 写 为 
w Pe fi 

2 i t 
2[ sinw coswtd，- { 


(t) t#ż1 
1 


“° > +=+l 
Bp 
x lel <1 
[sw costa ada 
w + 1 =1 
ls| >1 
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据 此 也 可 看 出 ,利用 f(t) 的 人 里 叶 积 分 表达 式 可 以 推 十 些 广义 积分 的 结 
果 。 这 里 ， 当 :=0 时 ， 有 
E sino, ar ` 
w 2 
这 就 是 被 称 为 狄 利克 雷 (Dirichlet) .积分 的 公式 。 该 积分 不 能 用 求 原 函 数 的 
方法 直接 计算 ， 傅 里 叶 积分 为 这 类 积分 提供 了 一 种 比较 有 效 的 方法 。 


7.1.3 傅 里 叶 变 换 


ERRO) 满足 傅 里 叶 积 分 定理 中 的 条 件 ， 则 在 f(:) 的 连续 点 处 ， 便 有 式 
(7.1.3), Bp 


AD = asf. [INe] iw 
R. M (7.1.3) 式 出 发 , 设 
F(w) = [EA oa (7.1.8) 
则 
fa) = O (7.1.9) 


可 得 傅 里 叶 变换 定义 : 

定义 7. 1 称 式 (7.1.8) 为 傅 里 时 变换 〈 简 称 傅 氏 变换 ) ， 函 数 F(w) 
称 为 (1) HREM, WHF) =F [fA(1)]; 称 式 (7.1.9) 为 傅 里 叶 逆 变换 
eta ERSO) 称 为 F(w) WRAEK, WHS) = 

F'[Flw)]o 

从 式 (7.1.8), R (7.1.9) 可 以 看 出 f(t) 和 F(w) 通过 指定 的 积分 运算 
TAHERA. MURRA Fw) 和 象 原 函 数 f(1) 构成 了 一 个 傅 里 叶 变换 
对 ， 它 们 有 相同 的 奇偶 性 。 

HA) 为 奇 函 数 时 ， 则 


F,(o) = {ADsinota (1.1.10) 
MAAG) 的 傅 里 时 正弦 变换 ， 记 作 尺 (wo) =F) ]。 
而 At) = 2.” F,(o)sinotdi (7.1.11) 


叫做 P(w) 的 竺 里 叶 正 弦 逆 变换 ， 记 作 f(!) =27'[F,(w)]。 
AO JARAN, AR (7.1.9) 出 发 ， 则 


F.o) = [TAO eoswtdt (1.1.12) 
WRN) 的 情 里 叶 余 弦 变 换 ， 记 作 F.(w) = 2.[f(1)]。 
183 


€ 复 变 函 数 与 积分 变换 


而 ` f) = 全 [FJeosordw qin) 
叫做 F(w) BBS, HESU). = F7 Fw) 
9712 求 指数 大 戚 函数 7KO) =y 《< 的 全 里 叶 变换 及 其 积分 表 这 


R, 其 中 p>0。 
解 ”根据 傅 里 叶 变 换 定义 ， 有 


Flo) = FUO] = JOR = [ea 


-1 . B-b. 
B+jo B +o 
这 便 是 指数 衰减 函数 的 伟 里 时 变换 。 
指数 误 减 函数 的 积分 表达 式 可 根据 传 里 叶 闻 变 换 ， 并 利用 奇偶 函数 的 积分 性 
质 ,可 得 
AD = FF(0)] = Ef Podo 
-去 三 gieo 
Zala P y asao 


zif ` oew + + a 


例 7.13 FRESTI = 4e P AEUR, 其 中 4>0， B>0。 
N 根据 定义 可 得 


Flo) = FID) = |” uye a: = A| (ea, I 
= he 将 i Teria 
如 令 riis HIEREN, B 
[esa = ea = [ems 
ARAR |” eds = |Z, BD 
Aef era = Aef" edt = he 号 £ 


TE Lat fE 
即 Fo) -AD :he 
HILA RERO = {0 pi “ 的 伟 里 时 正 豆 变换 和 伟 里 叶 余 下 
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变换 。 
A BEAR, AO 的 人 里 叶 正 弦 变 换 为 


Flw) = FA)] =[ “Fasinwtd = [ Asinosede : aew 
同 理 , f(4) 的 仁 里 叶 余 弦 变 换 为 
Flw) = FI] = | At) coswrdt = 4 sine 
可 以 看 出 在 半 无 限 区间 上 的 同一 函数 f(t) ， 其 正弦 变 换 和 余弦 变换 的 结果 可 能 是 
不 同 的 。 
7.1.4 傅 里 叶 变 换 的 物理 意义 


(1) 频谱 函数 、 频 谱 、 相 角 频 谱 

健 里 叶 变换 是 将 一 个 非 周 期 时 间 信 号 /(:) 变换 为 频率 函数 P(w) ， 也 称 
Flo) 为 频谱 函数 ， 它 可 以 确定 信号 /(1) 的 频率 结构 。 由 于 频谱 函数 Fo) 可 
表示 为 复数 量 ， 故 可 表示 为 

F(w)= |F(w) | 

称 1F(w) | 为 振幅 频谱 函数 ， 简 称 为 频谱 ， 称 p(w) 为 相 角 频谱 函数 (或 相位 频 
谱 ) 。 

(2) 频谱 1F(w) ! 为 偶 函 数 ， 即 1P( -w)1=1F(w)1。 


证 由 F(w) =F [/G)] = STAD ema = [T Aa coswt jflt)sinws]dt 


故 | F(w) | = ATRO cosd) + (STRO sinodi) 
从 而 有 


r-o) = (` Ki) coswrs) +( (= [T asinsi) s 


T 7. 


A i PG <i ` 
例 7.1.5 讨论 矩形 脉冲 函数 扎 z) = 的 频谱 特性 和 相 角 频 
0 t< -到 ,> 于 


谱 。 
解 如 图 7.1.1 所 示 ， 由 公式 可 得 频谱 函数 


F(e) = FIR] = | “Oye ea, 


CT 


sin 


KO) = 24 KoDeosordt = 24— 2 
3 
频谱 为 
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和 


IF(w)1=24|n 2.|. 
w 
sin Z 
F(0) =limF (w) =lim2A — = Ar 


所 以 得 1F(0)1 =4r。 
Hos? $E, ÉE, J. BE, nt, IPC) =0。 因 为 频谱 1P(w) 1 为 侦 


函数 ， 故 有 如 下 频谱 ( 见 图 7.1.2)。 


wT 
sint 
由 于 此 频谱 函数 F(o) =24 一 -过 是 实数， 故 相 角 频谱 为 


0 ËE cyt (n=0, £1, +2, +3,) 


Po) 4nT+2Tr nm +4m 
i Z So < 


从 而 ， 相 角 频 谱 如 图 7. 1. 3 所 示 。 


(nm=0,+l,+2,+3，…) 


通过 以 上 例子 可 以 看 出 矩 久 脉冲 的 频谱 所 具有 的 -- 些 特点 。 理 论 分 析 表 明 ， 
这 些 特点 对 任何 非 周期 信号 都 适用 : 
(1) 非 周期 信号 频谱 1P(w) 1 是 连续 频谱 。 
O) KIRA, SORR: OIR, SRE. 
mA PREMERA) =|, “0 (>O 的 频 湾 图 。 
解 、 根 据 公式 和 例 7. 1.2 的 结果 ,可 得 
1 
Fw) =B +jo 
1 


VF tw 


所 以 |o, š 
频谱 图 形 如 图 7. 1.4 所 示 。 
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ry F 7 
图 7.1.4 
在 实际 问题 中 ， 将 会 出 现 很 多 非 周期 函数 ， 它 们 的 频谱 求法 ， 可 以 查找 书后 
附录 和 有 关 的 傅 里 叶 变换 (或 频谱 ) 表 ， 这 里 不 再 一 一 列举 。 


7.2 单位 脉冲 函数 


7.2.1 物理 模型 


在 物理 学 习 实 际 问题 中 ， 除 了 用 到 连续 分 布 的 量 外 ， 还 有 集中 于 一 点 或 一 瞬 
时 的 物理 量 。 如 冲力 、 点 电荷 、 质 点 的 质量 等 。 只 有 引入 一 个 函数 来 表示 它们 的 
分 布 密度 ， 才 有 可 能 把 这 种 集中 于 点 的 量 与 连续 分 布 的 量 加 以 统 -- 研 究 。 相 当 于 
傅 里 叶 级 数 与 传 里 叶 变 换 以 不 同 的 形式 反映 了 周期 函数 与 非 周期 函数 的 频谱 特 
性 ， 只 有 引入 一 个 函数 借助 某 种 方法 ， 才 有 可 能 把 它们 统一 起 来 研究 。 引 入 的 这 
种 函数 我 们 称 为 狄 拉克 (Dirac) 函数 (S0) 函数 ) 或 单位 脉冲 函数 。5(t) PB 
数 是 一 个 广义 函数 〈 或 为 奇异 函数 ) ， 它 没有 普通 意义 下 的 “函数 值 ”， 所 以 ， 
它 不 能 用 通常 意义 下 “ 值 的 对 应 关系 ”来 定义 。 在 广义 函数 论 中 ，5(t) 函数 定 
, 义 为 某 基本 函数 空间 上 的 线性 连续 泛 函 数 。 由 于 这 需要 应 用 一 些 超出 工科 院 校 工 
程 数 学 教学 大 纲 范围 的 知识 ， 为 了 方便 起 见 ， 我 们 仅 把 5(:) 函数 看 做 是 弱 收敛 


函数 序列 的 弱 极 限 〈( 即 无 筋 次 可 微 函数 /(:) MERE S] AOA = 


limf? 5.(D7CD)dt 。 这 就 表明 ，5(#) 函数 可 以 看 成 一 个 普通 函数 序列 8,(1) 的 
BER 〈 见 定义 7.2.2) 。 对 于 5(t) 函数 的 理论 感 兴趣 的 则 学 可 以 参考 有 关 书 
籍 。 
例 7.2.1 在 原来 电流 为 零 的 电路 中 ， 某 一 瞬时 〈 设 为 :=0) 进入 一 单位 电 
量 的 脉冲 ， 现 在 要 确定 电路 上 的 电流 i(1) MaU) 表示 上 述 电路 中 到 时 刻 :为 
止 通过 导体 截面 的 电荷 函数 ， 则 
0 :<0 


TOEN t>0 
由 于 电流 强度 是 电荷 函数 对 时 间 的 变化 率 ， 即 
i) UÜ) _ limt + Ar) -g(t) 
dt ar At 
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BEDA, 40 时 , i(t) =0; 当 4=0 时， 由 于 g(t) 是 不 连续 的 ， 从 而 在 普通 导 
数 的 意义 下 ，4(1) 在 这 一 点 导数 不 存在 ， DEANT VTAT 则 得 
i(0) = lim +A) -4(0) li limi =o 


在 通常 意义 下 的 函数 类 中 找 不 到 一 “ awwwikas tupaspa nas 
度 ， 为 了 确定 这 种 电路 上 的 电流 强度 ， 我 们 引进 前 面 介 绍 的 狄 拉克 (Dirac) K 
数 ， 简 单 地 记 成 3(+) 函数 来 表示 。 有 了 这 种 函数 ， 对 于 许多 集中 于 一 点 或 一 瞬 
时 的 量 ， 例 如 点 电荷 、 履 热源 、 集中 于 一 点 的 质量 以 及 脉冲 质 术 中 的 非常 窗 的 肪 
冲 等 ， 就 能 够 像 处 理 连续 分 布 的 量 那样 ， Hi, 

定义 7.2.1 满足 下 列 两 条 件 的 函数 : 


0 
a) a = 人 人 


(2) 当 区 间 /包含 4=0 时 , [adt = fT 80de = 1; 
当 区 间 7 包含 tz0 时 ， Poa = Jaya = 0, 


称 为 5(f) 函数 。 
为 了 便于 理解 和 应 用 ， A 也 可 看 做 函数 (1) 的 极限 。 
定义 7.22 ë 、 
0 t<0 
80) = 人 osise 
e 
A 0 t>: 
则 ， lim8,(z) =8(t) 


这 就 表明 ，6(:) 函数 可 以 看 成 一 个 普通 函数 序列 的 弱 极 限 。 

如 图 7.2. 1 所 示 ， 对 任何 e >0， 显 然 可 得 矩形 脉冲 ， Kikx0, 高 度 为 无 穷 
大 但 面积 为 1 的 单位 脉冲 函数 -一 -8(:) 函数 。 

SU) 函数 用 一 个 长 度 等 于 1 的 有 向 线段 表示 〈 见 图 7.2.2) 。 这 个 线段 的 长 
BERRO) 函数 的 积分 值 ， 称 为 5(t) 函数 的 强度 。 


aa 


[20] 
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性 质 7.2.1 5(t) 函数 具有 以 下 性 质 : 

(1) 由 定义 (7.2.1) fed = 1(7 包 含 5= 0) 

(2) ut) = f sod = h; E < O 称 为 单位 阶 路 函数， 它 是 阶 散人 为 1 的 
函数 。 
(3) HOSAN, MARREC) 的 导数 为 5(5) 函数 。 


(4) MARR: 
1) EJO) 为 无 穷 次 可 微 函 数 ， 则 有 ， 


, [oA = zoo") (7.2.1) 
2) J SG ft = fi) 
(5) 8(1) 函数 是 偶 画 数 ， 即 5(0) = 5( - O). 
(6) [TEADA = -760) , | a Fd = C- DFO) 
证 (4) 1) 左边 = STORD = limf Ode ~ 
ii Baju 
A 
= limf(e) = (0°) 
2) [T a- yu) I —— 
其 他 读者 自 证 。 
MOO) 函数 的 第 选 性 质 可 知 ， 对 于 任何 一 个 无 穷 次 可 微 画 数 7(t) 都 对 应 


着 一 个 确定 的 数 拟 0) RA) 这 一 性 质 使 得 8(:). 函数 在 近代 物理 和 工程 技术 
中 有 着 较 广泛 的 应 用 。 


7.2.2 ”单位 脉冲 函数 的 全 里 时 变换 


首先 必须 说 明 ， 健 里 叶 积 分 定理 是 函数 进行 佬 里 叶 变换 的 党 分 条 件 ， 但 在 物 
理学 和 工程 技术 中 ， 有 许多 重要 函数 不 满足 很 里 叶 积分 定理 中 的 绝对 可 积 条 件 ， 
即 不 满足 条 件 i 


[aA +): = f(0 +) = fen) 


J la < = 


例如 单位 阶 跃 函数 、 常 数 、 正 弦 函 数 、 余 弦 函 数 等 ， 然 而 它们 的 广义 傅 里 叶 变换 
也 是 存在 的 ， 利 用 单位 脉冲 贾 数 及 其 传 里 叶 变换 就 可 以 求 出 它们 的 傅 里 叶 变换 。 
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传 里 叶 变换 常用 公式 : 
A) #[8G0]=1; (2) [1] =2m8(e); (3)F [e%] =2m8(w - w) o 
证 (1) 根据 第 选 性 质 ， 我 们 可 以 很 方便 地 求 出 8(:) 函数 的 传 里 叶 变 换 
Flo) = PI) = [De = >= | =1 
FR, W ubkepisa() 与 常数 1 构成 了 一 个 人 里 叶 变 换 对 ， 妈 
KD =FR) leE ldo = a) 
(2) 利用 全 里 叶 逆 变换 得 
[2n8(0)] = >= C278(o) ledo = e| =1 


可 见 ， 常 数 1 与 函数 2m8(w) 构成 了 一 个 储 里 叶 变换 对 。 
(3) 利用 传 里 叶 逆 变 换 得 


[2n6(o -ww)] = Ef) [2m8(o = w) edw 
= ew 
FE, 2z6(o - wo) 和 ee 亦 构成 了 一 一 个 很 里 时 变换 对 。 

例 7.2. 2 证明; ARE Co = 位 ，! < 的 全 里 叶 变 的 


# [u()] = 让 +na(w) 
证 .事实 上 , # Flw) = 而 +n6(w)， 则 由 傅 里 叶 逆 变换 可 得 
KD = #'[F(e)] = z-|” [s + ma(o)]srdw 
-4 mlw) dw + zÉ jw 
= +J 8(o)e“do + 去 /~ wig = 1 + LF sinolo 
TIERA [T Het 


"oon. [Seo = emas g 


当 :<0 时 ,人 ”setaw = (T Eeo = - T (RS := -4) 
所 以 jo -piron IE + m6(o)] edu 
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从 而 有 
#[u(i)] = + T5(o) 


EEVA, PALMERE u(t) Sgt 6(o) 构成 了 一 个 全 里 叶 变换 对 。 


通过 上 壕 基本 公式 的 证 明 ， 我 们 可 以 看 出 引进 80) 函数 的 重要 性 ， 它 使 得 
在 普通 意义 下 的 一 些 不 存在 的 积分 ， 有 了 确定 的 数值 ， 而 且 利用 8(1) 函数 及 其 
传 里 叶 变 换 可 以 很 方便 地 得 到 工程 技术 上 许多 重要 函数 的 变换 ， 并 且 使 得 许多 变 
换 的 推导 大 大 地 简化 。 

例 7.2.3 REKK SO) =sinwot 的 傅 里 叶 变换 。 ， 


解 根据 传 里 叶 变 换 公式 ， 和 “edt = 218w) 有 
J: erile-oodt = 2n8(w — wo) 
则 FPCo) = FI] = f e sinode 


+ eb etemo _ giota) 
=Í e= S =a di J ° r. dt 


Š zleo -w) -2m5(o+wo)] = gi 2m8(o =w) -2m5(o+wo)] 
= jm[6(w - wo) — 8(@ + oo) ] 
所 以 F [sinwot] = jr[5(w-owo) -5(o+wo)] 
同 理 F [coswot] =T[5(w - w) +6(w + oo) ] 
例 7.2.4 作 单 位 脉冲 函数 5(:) 的 频谱 图 。 
解 根据 公式 ， 有 
Flw) = F [8(O) = [Taede =1 


它们 的 图 形 如 图 7.2. 3 所 示 。 
f0 Fe) 


图 7.2.3 


191 


€ 复 变 函数 与 积分 变换 


7.3 ” 傅 里 叶 变换 的 性 质 


傅 里 叶 变换 可 以 把 一 个 时 间 函 数 成 9) 变换 为 频谱 函数 F(w) 或 者 进行 逆 变 
换 ， 本 节 中 我 们 将 介绍 几 个 重要 的 性 质 来 化 简 计算 。 下 列 凡 是 需要 求 传 里 叶 变 换 
的 函数 都 满足 傅 里 叶 积分 定理 中 的 条 件 。 在 证 明 这 些 性 质 时 ， 不 再 重 述 这 些 条 
件 。 

7.3.1 几 个 常用 的 伟 里 叶 变换 性 质 


性 质 7.3.1.( 琶 加 性 ) BF) = Fa), Faw) = Fa), WJ 


' FIRU) +f(t)] = F,(o) + Flo) (7.3.1) 
证 明 可 由 定理 直接 得 到 。 
性 质 7. 3.2 (线性 性 ) 设 F(w) = Z [/G)] ，a 是 复 常数 ， 则 
F [of(t) ] = aF(w) (7.3.2) 
证 明 可 由 定理 直接 得 到 。 
推论 Wk F (o) = FAU], F,(o) =Z [f,G)], a, BB 是 复 常数 ， 则 
F [ofi(t) +Bh(t)] =aF, (w) *BF,(o) (7.3.3) 


证 由 传 里 叶 变换 的 定义 ,并 利用 性 质 1，2 得 
FLARA] = [TLA Bled = aF, (w) + BF,(o) 


同样 ， 传 里 时 逆 变 换 亦 具有 类 似 的 线性 性 质 ， 即 
#'[eF,(@) +BF,(w)] = of(D + 及 (0 (7.3.4) 
例 7.3.1 RF [sin2:]; 


解 利用 公式 [sint] =g [=] ad 


FI-A [eo82:) 


=m[5(o)] -Flw -2) +5(o+2)] 


性 质 7.3.3〈 对 称 性 ) 设 F(w) = F [fG)) , WE 
史 [PF(D)] = 2=f( — o) (7.3.5) 
证 由 于 F(w) = Z [f/G)] ,#'[F(e)] =f) 则 公式 


Te m 
AD => [| PCo)erdw 
[Er(w)eraw = 2nf(t) 
MEFR, MWE f) FCo)erwdw = 2af- 1) 


192 


第 7 章 nna 


将 变量 进行 交换 得 |” FU) e™ do = 2af- w) 


m #[F(t)] = 2xf( - *) 
1 lad<1 2m lol<1 
例 7.3.2 Bf) = pop Ne [E =- lol >1° 
解 因为 j 
SOONE [Erow _ [imaw = === 7 Bis 
所 以 利用 对 称 性 有 
#[F(t)] =2mf(- 
2sint] _ De =- [PT 1ol<1 
Aa aaa si 


性 质 7.3.4 (相似 性 ) 设 F(w) = [/(D)] , a=0 W| 
FIf(a)] = r(e) (1.3.6) 


证 当 a>0 时 ， Fika] = 三 (at) edo 
d 1 
= + | faeau = 区 
当 a <0N, Z [Ga] = | Kate ™dw 


£ +A ia == trL) 


归纳 为 Fina] = LF) 
例 7.3.3 jbR.Z[u(4t:)]; 
解 Fian] = glé + 6(2)] 


性 质 7. 3. 5 (时 间 函 数 的 延迟 性 一 一 位 移 性 1) 设 F(o) =F), Ml 
F[fGt £10)] = eoF[f(t)] (7.3: 7) 
证 ,由 傅 里 叶 变 换 的 定义 ， 可 知 
Flo) = FIA #4)]= [f te 
er = of fu)emdu 
= eg [f(t) ] 
”性 质 7.3.6 (频谱 函数 的 延迟 性 一 一 位 移 性 2) 设 F(w) = f (t)], wo 
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为 实数 ， 则 
Flo Fo) = F [ef(t)] (7.3.8) 


E 由 公式 可 知 
F [ef)] = {efor = |” aye et="ar = F(o F o) 
同样 ， 伟 里 叶 逆 变换 亦 具有 类 似 的 位 移 性 质 ， 即 : 
PFW £ o,)] = fU) (7.3.9) 
证 明 可 由 传 里 叶 变换 的 定义 来 证 (RK). 
例 7.3.4 求全 里 叶 变换 
A) Z[u(4-8)]; (2) RF [eu (4)), 
解 (1) 由 例 7.3.3 知 
1T4 
Fia] = gla + 8(2)] 
所 以 由 性 质 5 知 ， 多 [Kittt)] =e*%° [f1)], BB 
We 4 
F [ull -2))] = +° |; + 8(#)] 
(2) 由 性 质 6 知 
ld (w - 2) 
F [eru(d)] = 4 [js -3) + 8 [ @ — )] 
性 质 7.3.7 (时 间 函 数 的 导数 -一 微分 性 1) 设 F(w) = [/G)], B. 
im G) =0， 则 
[f (t) ] = jo [f(t) ] (7.3.10) 
证 由 储 里 叶 变 换 的 定义 和 分 部 积分 来 证 。 
FO = fe = ADew| -STA joar 
由 条 件 limf(1) =0，1 e™1 =1, limf) e“ =0, BJ 
FIA] = wF [ft)] 
推论 若 /* (1) 在 (- wm，+o) 上 连续 或 只 有 有 限 个 可 去 间断 点 ， 且 
„im f G) =0 (k=0, 1, 2, =, n-1), WA 
FIOO] = (jw)"g [At)] (7.3.11) 
性 质 7. 3.8 “(频谱 函数 的 导数 一 -微分 性 2) 设 F(o) =F N) 
F'(w) = j# [tfü)] 
证 “利用 求 导 与 傅 里 时 变换 定义 得 
Fw) = (三 HKDeraD' = [T ODADA = -jg LA)] 
(F123 
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EF(o) = FLODA] (1.3.13) 


例 7.3.5 BARES) =sint, RRI YO) 8 Z [PAO] 
8 ETTA 
Flw) = F [/(t)] = jmllw +1) -5(o-1)] 
利用 象 西数 的 导数 公式 ， 有 
FISO) =j ÈFWw) =- nllo + 1) -8'(w -1)] 


一 般 地 ， 有 公式 


FLPA] = F iP) =- alo +1) -w -1)] 
性 质 7.3.9 《时间 函数 的 积分 一 积分 性 ) 如 果 limf fad = 0， 则 
F [ya] = Z 101 (7.3.14) 
证 因为 量 [ 人 Kod = KO， 所 以 | 


F [$f Aoa] Z 10) 
又 根据 上 述 微分 性 质 得 
FS AV] = oz (Í Gaya) 


故 F [fa] = Z Ia) 1 
例 7.3.6 REKS) = [u(x)e-sin?xdz 的 傅 里 叶 变换 。 
解 利用 积分 性 质 得 


F |f Aoa] = iZ Luli)esin?:] 


= ta [u(t)e"] -F [u (t) *eos2:] } 


2jw 
2 rE ENS N Ean 
=el p 27 [u(D)e e” + u(t)e"e”]} 
z Li PSE, 1 EA 1 } 
2jwll+jw 2 1+j(w -2) 2 1 +j(@ +2) 


=+ 1 + jw ] 
2joll +jw (5 - 0°) +2jow 
性 质 7. 3. 10 (能 量 积分 定理 ) 设 F(w) =F [f(t)], 则 
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和 
[aypa = | 1 Flo) Paw (7.345) 


证 “由 传 里 时 变换 定义 得 
Flo) = SAD] = | (ea 


Fo) = 三 KoDerd 


所 以 
去 三 | F(o) Ido = 4E Flw) F(o)de 

E OOC 
š P Flo) do]di = [layta 

例 7.3.7 R T ia sinta 
E: 

“ me IE <l, ae, gA 
0 tel>il 

[TUO Pa = Ef] 1 Feo) qos |” [+ Ja -4f Tefa 


p asaf ptg 


性 质 7. 3. 11° (乘积 定理 ) BF lo) = {f(t)] ,Fi(w) = Z[/,(9)) , 


m 

SADR = 去 三 FOF) = EST F w) Rojo 

(7.3.16) 
证 “由 传 里 叶 变换 定义 可 证 得 ,读者 可 自己 证 明 。 
e 
7:3:8 计算 积分 三 了 +T x +4 
8 由 公式 可 知道 全 里 叶 变换 为 
1 -ll -2w-11 
了 [ze [z +€ rE a 
所 以 ， 由 乘积 定理 得 
4 yt ° me 


I 


i mi T -Aw E 
=l. se "p°. Se = ç 
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7.3.2 SREE 


定义 7.3.1 #E SEE (D, AO), WRA S ANAU -7)ar 称 为 函 
BAO SAO BER, 记 为 (1) fC), B 

STARU - yar = f(t) *(D (1.3.17) 
由 定义 立即 可 知 卷 积 具 有 
性 质 7.3.12 (1) 卷 积 满足 交换 律 

AG) *6G) =G) *AG(D 

(2) 函数 卷 积 的 绝对 值 小 于 等 于 函数 绝对 值 的 卷 各 

IG) *f,G) 1S1(0) 1 * 1,() 1 
(3) 卷 积 满足 对 加 法 的 分 配 律 

AG) AO HAOI =G) AO +G) A) 

证 “根据 卷 积 的 定义 


AG) AO HAOI = | AG) I6G - ry + f,G - r) Jdr 


= STRIGO- ar + [TADAU =1)dr 
=G) AO +G) *f,() 
例 7.3.9 3 
AGO = [ 
RAHO SAO) 的 卷 积 。 
解 根据 卷 积 的 定义 ， 有 
ADIRO SAIA = | AAG -rdr = AOA 
在 t=0 时 , 为 [0, t], A 
AOAO = [AAT)dr = [leordt =-e" ls = 1- e" 
可 见 当 4<0 时 ， filr) =0, ÁG) fC) =0， 所 以 
(O GQ 0 1<0 
AAC 人 t>0 
定理 7.3.1 EREM MERAC), AO) 满 尾 传 里 时 积分 定理 中 的 条 
E, EFG] = Flo) , FUU] = Flo) , MI 
FIAC) *G)] = Fi (o) Fa(0) (1.3.18) 
证 “由 传 里 时 变换 的 定义 ， 有 


0 tit<0 0 1<0 
AO = f 
1 20h e" t>0 
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FID A] = 三 [RD f(D) ear 
= [ACA - r)ar]e =a: 
= |` STARC = r)a”? drd 


= [TAIST G -rje ar]ar 
= F, (o) + F,(o) 
METERNE E 
#"[F.(e) * F,(6e)] = f,(t) *f,(t) 
定理 7. 3. 2 (频谱 函数 卷 积 定理 ) ”如 果 设 万 (5) ,万 (1) 满足 傅 里 叶 积 分 定 
理 中 的 条 件 ， 且 设 AO] =F,(o), FLU] = F,(e), M 
# [Á G) AU = EF, (w) * F,(o) (7.3.19) 
证 明 可 利用 健 里 叶 变换 定义 与 卷 积 的 定义 来 证 。 
PERE, EAC 满足 傅 里 叶 积 分 定理 中 的 条 件 ， 且 
FU] Ro) (k=1,2,3, =) 
则 卷 积 定理 的 一 般 式 为 
FAA) *f,G) f(D)] = F,(o) ° Flw) Po) 
(7.3.20) 
FIRA AC) A] = Flo) * F,(e) *=- Fp Co) 
(1.3.21) 


7.3.3 综合 举例 


1。 利 用 情 里 叶 变换 的 性 质 综合 举例 

例 7.3.10 利用 仿 里 叶 变 换 的 性 质 

A) HS) =t) 求 傅 里 叶 变换 到 [f]; 

(2) RFO] =g RARER > U); 

(3) RF [El -t)]o 

解 (1) MARIU] =E +r), H RRBWKHER EF o) = 
F[ -jtf (1)] 可 知 

F [tu(t)] = ij 世相 十 mto)] = [= + mõ (o) ] = -点 + jar6' (w) 
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A 
(2) BAF [Gi] = -Jo = TEES 


(3) 因为 F(w) FBO] = 1 ， 由 位 移 性 质 可 知 

S [8(t -1)] = e [8(s) ] = e7 
例 7.3.11 车 f(t) = u(t)cos2t ， 求 传 里 叶 变换 U) 
解 解法 1 利用 性 质 ， 有 


多 [u(t)cos2t] = F [u Lte”) 
= FF lule] ++ lute ™] 


* (wS dH + me(o+2)] 


-H 1 
— 2lj(w-2) TEED 
=+ Flaw- 2) +8(o +2)] 
4-w 2 
解法 2 根据 卷 积 公式 求 ， 有 
Flodi: xD] = 2 [eos] oF [ul] 

MF [cot] = mr[5(w -2) +5(o +2)] „F [u(t)] = 5 trdlo) 
所 以 u 
多 [RD] = 去 r[a(o -2) +6(w+2)] [$ + mw] 


= Flew -2) * + 6(w +2) * E 
+[8(o -2) * mlw) +5(o +2) *m8(o)] 
根据 卷 积 定理 公式 ， 有 
6(w +2)* u = Z' [Z slw #2)] -aiee a 
-| 


1 
= AEE 
Alw +2)* 6(w) = nllo +2) #6(w)] 
= m9 | 天 [5(ot2)] ` Z [8lo)]} -aT |S [8(o *2)]! 
= m6(w + 2) 
因此 


和 wn 


1 1 1 
FUD] => [| => te ray + "Bo -2) +na(o+2)] 


= zia + glaw -2) +6(w +2)] 


例 7.3.12 RERO = 人 je 


解 根据 传 里 时 变换 的 定义 ， 有 
Few) = J ae = [ama =- Ao |? = A 


o7 jø 


的 频谱 函数 。 


(1 — ee) 


B Iro) s £a -e | 为 它们 的 频谱 本 数 。 
2. 微分 、 积 分 方 入 的 全 里 叶 变换 解法 
例 7.3.13 求 积分 方程 [ g(x)cosaxdx = f(a) = i -a O<sasliggm 


0 a>1 
g(x) o 
解 ”因为 未 知 函 数 5(*) 的 定义 域 x >0， 所 以 该 积分 方程 可 以 用 傅 里 时 余 
弦 变 换 ， 得 


2” (aycosasda = Zka) 
ARE m E4 
g(x) = FUF. a)] = f 2 Z (a)eosaxda = 2fa — a) cosarda 


= fa — æ)dsinax = Z [a - a)sinax |; + ['sinazaa] 


= Ssinoxde =- eosar |. = Za - cosx) (x >0) 
我 们 还 可 以 利用 卷 积 定理 来 求解 某 些 积分 方程 。 
例 7.3.14 求解 积分 方程 
El) =8() + [T Arel- r)dr 


EH, 80), SO) HEMRA, Bel), 80) MAU) 的 传 里 叶 变换 都 存在 。 
解 设 9F[g(D)]=G(o), #[8(0]=130m [/Ga)] =F(o)o 
由 卷 积 定义 知 ， 积 分 方程 右 端 第 二 项 等 于 所 :) *g(t) 。 因 此 上 述 积分 方程 两 
端 取 传 里 时 变换 ， 由 卷 积 定理 可 得 ，G(ow) =1+F(w) . Clo), FA Clw) = 


1 
T=-FC6)， 由 伟 里 叶 逆 变换 ， 可 求 得 积分 方程 的 解 为 
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EO) = gpf. Coedo -二 Tor 


87.3.15 求 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 
入 (人 一 27( = ft) 
的 解 ， 其 中 , SO) 为 已 知 函 数 。 
解 FIU] =Y(w) ,9 [f(t)] = F(e) 。 利 用 傅 里 叶 变换 的 线性 性 质 
和 微分 性 质 ， 对 上 述 微分 方程 两 端 取 伟 里 叶 变换 ， 可 得 
Gw) Yw) -2Y(w) =F(w) 


所 以 
ro) = 了 Co 
+w 
从 而 


y) = 去 三 Yodo =- L [7 Ee 


2m l-e 2 +w s 


例 7.3.16 求 微分 、 积 分 方程 (1) SA = 1 的 解 ,其 中 -% <t< 
+o。 
解 根据 传 里 叶 变 换 的 线性 性 质 、 微 分 性 质 和 积分 性 质 ， 且 记 
FU] = X(e), Z [1] = 26(o) 
对 上 述 方程 两 端 取 傅 里 叶 变换 ， 可 得 


jwX(w) -和 ro) = =2m6(w) ,8(w) = -ja2r5(ow) 


wo +4 
HERRE 
1 iw do) = 
KORT X(w) dw -三 jo) do = 0 
例 7.3.17 证 明 [ Ed e més (xz> 0)。 
lty 2 


证 AACHA) = e“ 的 定义 域 为 x > 0 ， 所 以 该 积分 证 明 可 以 用 傅 
里 叶 余弦 变换 ， 得 


ne 
Fle] = F(a) = 元 上 > cosardz = — — 
利用 传 里 叶 逆 变换 得 

Ka) = e” = #2'[F.(a)) = 人 ŽF,(a)cosarda 


= 2f pipada (x =0) 
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所 以 [T a = Tela > 0) 成 立 。 
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一 、 导 学 

本 章 从 周期 函数 的 傅 氏 级 数 出 发 ， 导 出 非 周期 函数 的 傅 氏 积分 公式 ， 并 由 此 
得 到 伟 氏 变换 ， 进 而 讨论 了 传 氏 变换 的 一 些 基 本 性 质 及 应 用 。 从 分 析 角 度 看 ， 傅 
氏 级 数 是 用 简单 函数 去 逼近 (RRE) 复杂 函数 ; 从 几何 观点 看 ， 它 是 以 一 敌 
正 交 函 数 为 基 向 量 ， 将 函数 空间 进行 正 交 分 解 ， 相 应 的 系数 即 为 坐标 ; 从 变换 角 
度 看 ， 它 建立 了 周期 函数 与 序列 之 间 的 对 应 关系 ; 而 从 物理 意义 上 看 ， 它 将 信号 
分 解 为 一 系列 简 谐 波 的 复合 ， 从 而 建立 了 频谱 理论 。 

伟 氏 变换 是 伟 氏 级 数 由 周期 函数 向 非 周期 函数 的 演变 ， 它 通过 特定 形式 的 积 
分 建立 了 函数 之 间 的 对 应 关系 。 它 既 能 从 频谱 的 角度 来 描述 函数 〈 或 信号 ) 的 
特征 ， 又 能 简化 运算 ， 方 便 问 题 的 求解 。 需 要 指出 的 是 ， 本 章 所 讨论 的 傅 氏 变换 
均 是 针对 实 值 函 数 的 ， 而 傅 氏 变换 对 于 复 值 函数 也 是 成 立 的 。 

随 着 信息 数字 化 的 发 展 ， 在 伟 氏 变换 之 后 ， 又 出 现 了 用 于 处 理 离散 时 间 函 数 
的 离散 伟 氏 变换 及 有 限 离 散 傅 氏 变换 (DFT) ， 特 别 是 20 世纪 60 年 代 出 现 的 针 
对 DFT 的 快速 算法 (FFT) ,使 得 传 氏 变换 在 数字 领域 也 同样 发 挥 着 巨大 的 作 
用 。 

学 习 本 章 的 基本 要 求 : 

(1) 了 解 傅 里 叶 积 分 及 积分 定理 ， 理 解 频谱 的 概念 ， 理 解 传 里 叶 变换 的 概 
念 。 

(2) 了 解 单位 脉冲 函数 (ó 函数 ) 的 概念 及 筛选 性 质 。 

(3) 正确 理解 埔里 叶 变 换 的 基本 性 质 ， 如 线性 性 质 、 位 移 性 质 、 微 分 与 积 
分 性 质 、 卷 积 概念 与 定理 等 ， 并 会 用 这 些 性 质 求 傅 里 叶 变 换 ， 以 及 运用 传 里 叶 变 
换 解 微分 方程 。 

二 、 内 容 提要 

(1) 传 里 叶 积分 的 概念 、 频 谱 的 概念 、 傅 里 叶 积分 定理 。 


(2) 传 里 叶 变换 F [fU] = Flo) = [` (ea: 
健 里 时 闻 变 换 .Jr'[F(w)] = z f PCo)erdw 


傅 里 叶 变换 的 性 质 : 
1) RE: 如 果 [/(t)] = F,(o), Z [f,(:) ] = Fo) 
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则 F [ofi(1) 18.(1)] =0f (z) 411.(1) =aF, =BF,() 
RF, a, 为 常数 。 
2) 对 称 性 : MR Z [/(t)] = F(o), MI [SU] =2mr(-o)， 则 
F[F( -1)] =2mf(w)。 
3) 相似 性 : MRI [4)] = F(w) ， 则 
Fat)] = LF(2)(a > 0) 


4) 象 原 函数 的 导数 : 如 果 [fG)] = F(w) ， 则 当 limfe) = 0 Bf, 有 
#[f(t)] = joFlw) 
5) 象 函数 的 导数 : 如 果 [f(:)] = F(w) , 则 ZF [- jf(t)] = Fw), MM 
一 般 公式 为 


FUIDH] = F” (w) 
6) BARRER: MRI [/G)] = Flw), Elim f (7)dr = 0, 则 


F|] yar] = F) 
7) 象 函 数 的 平移 : WRF [0] = Fw), M 

F [eflt)] = Feo + a) 
8) 象 原 函 数 的 平移 一时 间 延 迟 RUR Z LD] = Pw), M 

# [fa Fr) = ewF(w) 
9) 乘积 定理 : MRF [A)] =F (w), F [f(t)] = Fw), W 
[AOAGLE EA [TF w) ° AOE | F, (w) + F,(o)do) 
10) 能 量 积分 : WRF [f(:3)] = Flw), MJ 

[DUOPA = L” Few) 1246 

11) 卷 积 定理 : 
DA IAO) = [TAAU -drs 


DURF] = Fi(w), F [f,(t) ] = Flw), WJ 
FAU) *f,G)] = F (w)F, (w) 
12) 频谱 卷 积 定理 : 如 果 . [f(t)] = Flo), % [f,(t) ] = F,(o), MUJ 


FIOR] = EF w) * F,(o) 


(3) 伟 里 叶 变 换 物理 意义 一 一 频谱 函数 
Flw) = |F(w) le? 为 频谱 函数 ， 其 中 | F(w) | 为 频谱 ， 频 谱 为 偶 函 数 ， 
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和 


plo) 为 相 角 (fz) 频谱 ， 并 且 F(-w) = F(o) 。 
(4) 单位 脉冲 函数 及 第 分 性 质 


Df 三 sCOKod = fo 


2) [aG -fdt = fo) 


(5) 基本 公式 
1) 多 [1] = 2m8(o) 
2) F [8(t)]=1 


3) F [u(t)] = jg to) 


4) F [sinwot] = jr[5(o + wo) -6(w — wo)] 

5) F [coswot] = m[8(@ +a) +6(w -wo)] 

6) F [1] = 2mj"8” (o) 

三 、 疑 难 解析 

1. 下 面 的 傅 里 叶 变换 正确 吗 ? 若 不 正确 ， 请 纠正 。 


[feat + b)] = F [f(at) ) = e= (2) 
答 不 正确 。 事 实 上 
Z [ear +b) = flat + hed 


z Lf fat + bye em etd(at + b) 
m SE) ae, a >o 
人 

二 rose ao 
Meor, š 0 
-直人 


2. 设 F(w) = F [Jt)] 是 函数 (+) ERER, FO- w) = F[f( - t) ] 
是 否 正确 。 


E EM EXE, hF) = 三 De a, Ml 


-tb 


x” ear, a<0 
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Fo) = | ye du 人 -newar = PLA-)] 


3. 问 下 列传 里 叶 变换 F(w) = Z [ule] 解法 正确 吗 ? 若 不 正确 ， 请 给 出 


正确 解法 。 


因为 傅 里 叶 变换 多 [zu( 日 ] = 二 + mn6(w) ， 所 以 利用 传 里 叶 变换 平移 性 质 


得 


Flo) =F [ulte] = EEN + m6(o = k) 


E 不 正确 。 利 用 伟 里 叶 变换 平移 性 质 中 指数 函数 含有 虚数 单位 j ， 而 所 给 


的 题 没有 虚数 单位 j ， 所 以 要 先 添上 虚数 单位 j 后 才能 使 用 平移 性 质 。 
正确 解法 : 


Flo) = Z [u(t)e'] = 


+ m6(w -二 ) 
Ke-7 J 

= po) + 8(w + jk) 

四 、 杂 例 

例 7.1 求 傅 里 叶 变换 多 [a)i]. 


E ”因为 函数 不 是 绝对 可 积 ， 因 此 引入 积分 因子 eA， FS lime” 


所 以 
+ ri) 6 
F(w) = [ ee -各 由 =f Pede = TETAN 
MM0 时, [u(DP] = limF(w) =É; o 
例 7.2 求 本 数 P(o) = zie > 0) MEER, 
解 qu su Sa = #`'[F(o)] = [sl 
= FEL] = gopi | 
= 8(1) -Bh(t) 
0 t<0 
其 中 ,hD = |+ tso 


t>0 


=1。 


917.3 证 明 傅 里 叶 变换 多 [8'(:)] = jo ,并且 求 出 函数 f(t) =1 -28(t) + 
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35'(t) 的 傅 里 叶 变 换 。 
证 由 传 里 叶 变换 定义 知 


FIE] = [Taede = fT emasa) 


= 8(t)e *“ 
因而 S [/G)] =Z [1 -28(t) +38'(t)] = 2m8(o) -2 + 3joe "l 
-A 
例 7.4 aaa = [4° eos Sa a 求 其 频谱 函数 。 
< 
解 ” 因 为 f(t) =Ae Peos(wt + @)u(t) =g(t)cos (wot + @) (其 波形 见 图 
7.1) 
所 以 F [g(t)] = Z [Ae%u(t)] = 


其 频谱 函数 为 
FUE] = F [Ae cos (wt + p)u(t)] = F [g(t)eos Cant + 9)] 


= +e [eg(D)] + [evg(s)] 


下 jos(Dewd = jo 


A 
B + jo 


= G(w) 


4 A 1 A 
je ie 
B +j(o +e) 2 B tjw -am) 


si; 
k 1 


其 波形 如 图 7. 1 所 示 。 


LO 


其 
=: Á J = = | ' 
它 表示 当 调制 信号 eC) 的 频谱 zél- [Glo |= 2 == Et, 将 


其 频谱 分 别 向 +o, - < 处 搬移 ， 并 且 将 幅度 减少 一 半 ， 即 得 wo 的 已 调幅 信号 
的 频谱 。 


例 7.5 RRAS -和 dz 


2 
Cal 
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解 Flo) = [el] = 2 J; e'coswtdt ST 
HERMIS [jyf(t)] = F'(w)，, 可 得 


ei d 2 -4wj 
FL- l] = Flw) = lea 0 ys 


16w =[ -4wj iË 
Atow) (1 +w)? 


于 是 


+ 1602 i 
=2 . 
得 JE C + aD nf ee ldt 


= 4 全 eed: = 
积分 两 边 同 除 16 得 
人 z 
[rer 
五 、 思 考题 
1. 健 里 叶 级 数 的 三 角形 式 和 复 指数 形式 是 什么 ? 
2 企 里 叶 积分 定理 与 传 里 叶 级 数 的 复 指数 形式 有 什么 关系 ? 
3. 任何 一 个 非 周期 函数 是 否 都 可 以 展开 其 传 里 叶 积分 公式 ? 
4. 单位 脉冲 函数 5(+) 是 怎样 的 函数 ， 如 何 定义 ? 引进 单位 脉冲 函数 的 实际 
意义 是 什么 ? 
5. 仿 里 叶 积分 公式 共有 几 种 表示 形式 ? 
6. 信里 叶 变 换 物理 意义 是 什么 ? 它 与 频谱 函数 和 振幅 频谱 有 什么 关系 ? 如 
何 求 非 周期 函数 的 频谱 函数 ? 
7. 如 何 利用 卷 积 定理 来 求 傅 里 叶 变 换 ? 
8. 如 何 正 确 引用 传 里 叶 变换 性 质 求 传 里 叶 变 换 ? 


习题 七 
A 类 
1. 将 周期 为 27 的 函数 f(x) = es(- < x < m=) 展开 成 复数 形式 的 伟 里 叶 级 数 ， 其 中 kz 
0 为 常数 。 
2. 求 函数 
0 t<0 
JAD = 414 0<t<r 
0 T<t 
的 傅 里 叶 变 换 。 


g 复 变 函 数 与 积分 变换 


3. BARKA) =e” EKB > 0， 求 


+= _cosot l: 
(1) 候 里 叶 变 换 S0) 1; (Q) tz | 志和 = 训 
2 _ fi-* lel<1 
Ë Emm = { COET ES B 
(1) WEER F [At) ]; (2) aop [T eesi os tdr 的 值 。 
5. 利 用 伟 里 叶 变换 的 性 质 ， 求 下 列 函 数 的 传 里 叶 变换 。 
(1) u(t)sinkt ; (2) u(t) cos’kts 


6. 已 知 傅 里 叶 变 换 F [Kt) ] = F(w) ,利用 伟 里 叶 变换 性 质 求 下 列 函 数 的 傅 里 叶 变换 。 
WAW; DU- (3) fC -hb; (4) Pf) (k ERK) o 


7 已 知 全 里 叶 变换 [Co) ] = — o ITERAR EEROR FAIRER. 
(CD a; (2) e“) (e WBO 。 


% RFU] = ç + malu) 
(1) 求 伟 氏 变换 [1) ]; (2) 求 傅 氏 变换 F [Ain] 
9. REK Flw) = 2cos 3w HERNE, 


10, 利用 函数 f(D) =A = b < 


o hl> 1 FRERAO hU) o 


1L 利用 传 里 叶 变 换 证 明 ”yz = 于 
12、 利 用 传 里 叶 变 换 求 : 
e ra s, D fI a, 
cos O< < 
13. BEO = [° f SSAC = ? ， 求 ; 
人 O tt<0,1 > 
DAW AO: (2) FAO AW Jo 
Ç 1 0<t<1 
14. 解 积分 方程 | zsinzrdx = gl) , 其中, gl) = Ë 1<:<2, 
0 2st 
15. 解 积分 方程 Ra Fr <a < b) 


16. 求解 非 齐 次 微分 方程 Y(t) - y0) = -A(t) ， 其 中 成 5) 为 已 知 函 数 。 
17. 求解 非 齐 次 微分 方程 my"(t) + cy'(t) + kylt) =f), 其 中 m， ce， 上 为 已 知 常数 ， 


用 昌 为 已 知 函数 。 
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18. 求 微分 积分 方程 o'(D) + ty(D) +c Í| yd = (a) MR, RP- <t< +m, a, 


第 7 章 na 
54，c 均 为 常数 。 


19. 求 微分 积分 方程 y(0) -4f (Dar = e 六 的 解 ， 其 中 -me <t<+om。 


B 类 
20. EFL] = F(w) ， 求 傅 氏 变换 F [Acos tlo 
21. F [/() ] = Flw), RARER F [fA -D]e 
22. HF [/(t) ) = Flv), RARER I [a -2)1(1)]。 
23. HFN] =F(o), RERER F [G - DF20]。 
24. 求 传 氏 变 换 F [te “u(u) ] 
25. 求 伟 氏 变换 多 [ru (i) e sin wt], 其 中 B > 0, 


26. 试 求 积分 | ace - par 的 值 。 
2. EFI] = Po)， 求 下 列传 氏 变换 。 
(AD + Fa DA2 -De™; (3) f Mn)ar, 


0 0< 


wto = { A 人 (OD 260 。 
e 


28. BARKS U) = Gs ESD 


29. R FPM ana, 
(1) F(w) = g +m8(o); 
(2) F(w) = Puts > 0)。 
30. zaraa 
pirea = -2u(t) 


y +% +x = 0 


且 满足 条 件 y(6) =-5, x(0) = 6 的 解 。 
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第 7 章 介绍 的 傅 里 叶 变换 对 函数 .Fi) 的 要 求 比 较 强 ， 本 章 介绍 另 
一 种 积分 变换 一 一 拉 普 拉 斯 变换 ， 利 用 时 间 函 数 的 特性 来 降低 对 函数 | 
f(t) 的 要 求 ， 提 高 积分 变换 的 实际 利用 率 。 


8.1 拉 普 拉 斯 变换 的 概念 


8.1.1 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 


在 第 7 章 我 们 求 一 个 函数 的 傅 里 叶 变换 时 ， 要 求 几 0) 在 (-2, +e) 上 
满足 下 列 条 件 : 

(1) RASO) 在 任 一 有 限 区 间 上 满足 狄 氏 条 件 。 

(2) RASO) 在 无 限 区 间 (-0, +0) 上 绝对 可 积 〈 即 广义 积分 


J O larka), 


在 许多 实际 应 用 中 

(1) 绝对 可 积 的 条 件 要 求 过 强 ， 许 多 函数 即使 是 很 简单 的 函数 (如 常数 、 
宕 函数 、 单 位 阶 颇 函数 、 线 性 函数 、 正 弦 函 数 等 ) 都 不 一 定 满足 这 个 条 件 。 

(2) 可 以 进行 仿 里 叶 变 换 的 函数 必须 在 整个 数 轴 上 有 定义 , 但 在 物理 、 无 
线 电 技术 等 实际 应 用 中 ， 许 多 以 时 间 : 作 为 自 变量 的 函数 往往 在 :<0 时 是 无 意义 
的 或 者 是 不 需要 考虑 的 。 

由 此 可 见 ， 伟 里 叶 变换 的 应 用 范围 受到 相当 大 的 限制 ， 因 此 我 们 引进 拉 普 拉 
斯 变换 的 概念 。 

对 于 任意 一 个 函数 /(:) ， 为 了 能 进行 传 里 叶 变 换 ， 我 们 经 过 适当 地 改造 使 其 
为 

fli)u(t)e FB > 0) 

Hh, u) 9364280 E838; e-# (8>0) 为 指数 衰 碱 函数 。 用 u(t) Rf) 
可 以 使 积分 区 间 由 ( -mw ，+%m) 换 成 [0，+%), 用 ee (B>0) RA) 就 
有 可 能 使 其 变 得 绝对 可 积 ， 保 证 A(t)u(t)e-8(B>0) 可 以 进行 傅 里 叶 变换 。 
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对 函数 败 D)x(i)e #(8>0) 取 传 里 叶 变换 ， 可 得 


FIRDA] = [TAU ePe ndi = [7fed 


= J” oea 


其 中 =B+jw(t>0) ç 

可 以 发 现 ， 只 要 且 选 得 适当 ， 一 般 说 来 ， 这 个 函数 的 傅 里 叶 变换 总 是 存在 
的 。 

对 函数 g(t) HITER ul) > 0) ， 再 取 傅 里 叶 变 换 的 运算 ， 就 产生 
了 新 的 积分 变换 ， 用 函数 F(s) 表示 ， 即 


F(s) = J” oea 


由 此 式 所 确定 的 函数 F(s) ,实际 上 是 由 f(t) 通过 一 种 新 的 变换 一 一 拉 普 拉 斯 
变换 得 到 的 。 
定义 8.1.1 RRSO) 当 : = 0 时 有 定义 ， 而 且 广 义 积分 


[aye G 是 一 个 复 参数 ) 
在 :的 某 一 复数 域内 收敛 ， 则 由 此 积分 所 确定 的 函数 可 写 为 
F(s) = [fed (8.1.1) 
我 们 称 式 (8.1.1) WRAS) 的 拉 普 拉 斯 变换 式 ， 记 为 
F(s) = Z[f(t)] 
F(s) WASO) 的 拉 普 拉 斯 变换 (或 称 为 象 函数 、 拉 氏 变 换 ) 。 若 F(s) Æ) 
的 拉 普 拉 斯 变换 ， 则 称 f(t) 为 F(s) 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 〈 或 称 为 象 原 函 数 、 拉 
氏 逆 变换 ) ， 记 为 
Ka) = %@-[F(s)] 
由 式 (8.1.1) 可 以 看 出 , f(t) (:2>0) 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 实 际 上 就 是 
f(t)u(t)e (8 > 0) 的 傅 里 叶 变换 。 
8.1.2 常用 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 公式 
利用 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 可 得 几 个 常用 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 公式 。 
例 8.1.1 MAMRE) = 人 《< 0 


0 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
解 ”根据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 ， 有 
多 [ua(D)] = fi era 
这 个 积分 在 Re(s)>0 时 收敛 ， 而 且 有 
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fS era =- ora tat 
0 s o £ 


S... sos. 
所 以 多 [w(D] = 二 (Re(s)>0) 
注 : 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 常数 1 的 拉 普 拉 斯 变换 也 为 
[1] = 十 (8.1.2) 


例 8.1.2 指数 函数 /(t) = es 的 拉 普 拉 斯 变换 (k HER) 。 
解 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 ， 有 


[fü] = JE era = J” ea 
这 个 积分 在 Re(s)>k 时 收敛 ， 而 且 有 
Ë: e G- = — 
° s-k 


所 以 [ee] = Hi(Re(s)>h) (8.1.3) 


例 8.1.3 ERES) = sin ht (上 为 实数 ) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
解 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 ， 有 


Plsink] = [sin ke ear = $a 


z zt (Re(s) > 0) 


=s * sin kt — k eos kt) s 


所 以 Z [sin kt] === (Re(s)>0) (8.1.4) 


例 8.1.4 RRES) = cos kt 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
解 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 ， 有 


Z [eos kt] = Ji cos k- edt = sm (Re(s)>0) 


所 以 -Z [cos kt] === (Re(s) > 0) (8.1.5) 


例 8.1.5 FESO) =" (常数 m> -1) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
解 ”根据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 有 


了 [后 ] = fi rera = 全 = (st)"e"“d(st) 


令 xw=u 1 


+ 
P! 


T(m+1) (Res>0) 


J u"e_"du 
1 


gml 
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其 中 工 - 称 为 伽 玛 (Gamma) 函数 可 参阅 高 等 数学 广义 积分 - 函数 ) 。 
伽 玛 函数 有 以 下 公式 : 
PO) =1,r(+)= vF, BEART + 1) = mT(m) ,其 中 mm 为 正 整数 


时 

T(m+1) =m! 
所 以 ZU} = Tm +1) (m >-1) (Res>0) (8.1.6) 
RAe, 4 m IED — 多 [1"] = Zar +1) = =k (8.1.7) 


例 8.1.6 单位 脉冲 函数 8(:) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
解 利用 性 质 : |” G)8GDar= (0) ,有 


ZIA] = |T aede = |” aede 


s sea = | =1 


所 以 Zle) =1 (8.1.8) 
8.1.3 拉 普 拉 斯 变换 的 存在 定理 


一 个 函数 究竟 满足 什么 条 件 时 ， 它 的 拉 普 拉 斯 变换 一 定 存在 呢 ? 下 面 的 定理 
将 解决 这 个 问题 。 

定理 8.1.1 ( 拉 普 拉 斯 变换 的 存在 定理 ) FKN) WE: 

(1) 在 :0 的 任 一 有 限 区 间 上 分 段 连续 ; 

(2) t> +o}, RERIG) SMe (0<t< +e) 成 立 (满足 此 条 
件 的 函数 ， 称 为 指数 级 增长 函数 ，c 为 它 的 增长 指数 ) ， 其 中 >0 E c>0 为 确 
定 的 正 实数 ， 使 得 

1) f) 的 拉 普 拉 斯 变换 

F(s) = [三 ADed 
在 半 平 面 Re(s) >c 上 一 定 存在 ， 右 端的 积分 在 Re(s) >c, >c 上 绝对 收敛 而 且 
一 致 收敛 。 

2) 在 Re(s) >c 的 半 平 面 内 ， 复 变 函数 F(s) 为 解析 函数 。 

证 设 *=B+ 季 则 1e 1 =e Phi (2) 可 知 ， 对 于 任何 : 值 (0<:< 
+%), 有 


IF(s)1| = | Aea < u |” ea: 
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É... 


又 因为 Re(s) =B, 即 B-c>e>0 ( 即 B>c+e=cl>c)， 则 
ei -s i 
|/G)e lus f Medi = $ 


根据 含 参量 广义 积分 的 性 质 可 知 ， 在 Re(s) > o > c 上 式 子 右 端的 积分 不 仅 
绝对 收敛 而 且 一 致 收 合 。 复 变 函数 P(s) 为 解析 函数 的 证 明 涉及 较 深 理论 ， 故 从 
略 。 

需要 说 明 的 是 这 个 定理 的 条 件 是 充分 的 ， 工 程 技术 中 常见 的 函数 大 都 能 满足 
这 两 个 条 件 。-- 个 函数 的 增 大 不 超过 指数 级 函数 与 函数 要 绝对 可 积 这 两 个 条 件 相 
ie, MAREBBE. Mult) , cos kt, sin kt, 1" 等 函数 都 不 满足 传 里 时 积分 
定理 中 绝对 可 积 的 条 件 ， 但 它们 都 能 满足 拉 普 拉 斯 变换 存在 定理 中 的 条 件 ; 

(1) Iu(t)1 s<1-e% ， 此 处 M=1，c=0。 

(2) |coskt| < 1+-e% ， 此 处 M=l, c=0。 

由 于 ,lim 与 = 0 ， 所 以 :充分 大 以 后 ， 有 总 sef (8 E M=1, c=1 的 指 
数 级 增长 函数 )， 即 | "| <1 .ef。 这 里 ，M = 1，c =0。 由 此 可 见 ， 对 于 某 些 问 
题 ， 拉 普 拉 斯 变换 的 应 用 更 为 广泛 。 

例 8.1.7 BARRA) = OSIS? RAO 的 拉 普 拉 斯 变换 。 

解 ”利用 拉 普 拉 斯 变换 定义 来 求 
BUO] = FC) = [ae "ar = fiear + fi ear 


le 
s 0 s 


= 二 (2 +e) 


8.2 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 


， ”下 面 我 们 介绍 拉 普 拉 斯 变换 的 几 个 常用 性 质 ， 它 们 在 今后 的 拉 普 拉 斯 变换 的 
实际 应 用 中 都 是 非常 有 用 的 。 
性 质 8. 2.1 (线性 性 质 ) ” 设 a,B 是 复 常数 ， 并 且 有 ， 
ZRU) = F,(s), #[f,(tz) ] = F,(s) 
则 有 
BLofi(t) +8f,(2)] = aZ [f(t)] +8%[f,(:) 1 (8.2.1) 
ZB [eF,(s) +8F,(s)] = aZ [Fi (s)] +8[F,(s)] (8.2.2) 
证 明 只 需 根 据 拉 普 拉 斯 变换 定义 来 证 。 
例 8.2.1 RZ [cost] 
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解 2 [cost] = g|] HL, a ) 


s É +4 
性 质 8.2.2 (相似 性 质 ) 设 F(s) = 多 [J(4)](a > 0) , MJ 
Za] = r) (8.2.3) 


证 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 ， 有 
S [f(at)] = |” aye EEE ("fret la 
1 
= ar 人 二) 
1 
È: a 为 任意 数 时 性 质 2 29 多 [f(at) ] =TaFF[z) 
性 质 8.2. 3 ( 导 函 数 的 拉 氏 变换 一 微分 性 质 1) 设 2 [fG)] =F(s), MUJ 


—[f'(t)] = sF(s) - f(0*) (8.2.4) 
证 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 ， 有 


ZUON = fI Oed 
利用 分 部 积分 法 ， 可 得 
fe = fye |” as f aaea 
= FLD)] -KO*) (Re(s)> c) 


所 以 [UG] = sF(s) -f(0+) 
同 理 可 推 得 : 车 .多 [At)] = F(s) , 则 有 


= [f"(t)] = 2F(s) - (0) -f'(0) 


一 般 地 
多 [LAm(D] = FCs) — -1/(0) 1 (0) = —- f@-D(0) (Re(s)> c) 
(8.2.5) 
F, fO (0) 应 理解 为 limf® (1) °. 
特别 地 ， 当 初 值 /(0) = f'(0) =- = 了 "DD(0) = 0 时 ， 有 
BUU] = SECs), BI")] = PFC), =, GLA)] = s"F(s) 
(8.2.6) 


此 性 质 常常 用 来 帮助 我 们 将 f) 的 微分 方程 转化 为 用 FC) 的 代数 式 来 解 。 


例 8.2.2 求 微分 方程 +2y' -37 =e “满足 初始 条 件 y|,.o =0, y'|,.o=1 


的 解 。 


解 。 设 微分 方程 的 解 y=y(:) G20) 上 且 设 多 [yi)] = 了 (s) 。 对 微分 方程 
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的 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 考虑 到 初始 条 件 ， 则 得 
1 


s2Y(s) -1 +2sY(s) -3Y(s) = Pee 


这 是 含 未 知 量 Y(s) 的 代数 方程 ， 整 理 后 解 出 YX(s) ， 得 
Y(s) = Fa asr y $ NS 
(s+1)(s-1)(s +3) 


这 便 是 所 求 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 取 它 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 便 可 以 得 出 所 求 函 数 
Y(t)。 

为 了 求 Y(s) 的 逆 变 换 ， 将 它 化 为 部 分 分 式 的 形式 
1 3 1 


s+2 8 8 
MO ra Cn G-I tt 


取 逆 变换 ， 最 后 得 


y(t) =- 4e re -e 


= 二 (3e -2e - e") 


B823 AEREA, BRRR) = r 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 其 中 
是 正 整数 。 
解 由 于 /0) = 广 (0) =… =f”) (0) =0, 而 /im)(t) =m!， 所 以 
多 [ml] = BUU] =Z) ] — 100) — 22700) -… -Fn-D(0) 
由 条 件 得 
Zim!) = "2 ["] 
从 而 
#[m1] = ml [1] =”! 
所 以 可 得 公式 
ZU) = Th (Re(s)>0) 
性 质 8. 2. 4 ( 象 函数 的 导数 一 -微分 性 质 2) 车. 多 [f(t)] = F(s) , Ml 
F'(s) =- Z [if(t)] (Re(s)> c) (8.2.7) 
证 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 ， 有 


FC) = (f Aera = |” -erd = #[- (01 


一 般 地 ， 有 
FWY(s) = (-1)" 罗 [tb)] (Re(s)> c) (8.2.8) 
我 们 常常 用 象 函 数 的 导数 来 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 
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ss% sa Ëy; 


[F] =- (D 
m KO =S LP (8)) 


例 8.2.4 求 F(s) = mn! 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 。 

解 由 性 质 4 知道 , F'(s) = 222 -二 ， 则 有 有 [PCD] = 2eos t- 
2u(t) , EVA 

Ka) =- 工 GTP(9] = -二 (2cost-2) = Ža = cos D 

例 8.2.5 REA) = tsin 4t 的 拉 普 拉 斯 变换 。 

解 因为 罗 [sin kt] = — 和 ， 根 据 上 述 象 函数 的 微分 性 质 可 知 


G >:0) 


8s 
Z [tsin 4:] = at “5) = (Za ey: O> 


性 质 8.2.5 (积分 的 象 画 数 一 积分 性 质 1) HZU] = FG) , W 
z|[[ ya] = Tr(s) (8.2.9) 
证 RAU) = fA, WAKO = fü), BAO) =0。 
由 上 述 微分 性 质 ， 可 得 


S [h'()] = sZ [h(ts) ]-— h(0) = sZ [h(t)] 
即 


2[f aoa] = Lz(0)] = Tes) 
根据 推理 可 得 到 其 一 般 式 为 
1 
Z [f at fae f fede} = PC (8. 2. 10) 
例 8.2.6 oR [i f resin 2rd] 


s Z [i [ze rsin 2rdr]( 由 微分 性 质 ) 
=- 4 | J resin 2rdr]( 由 积分 性 质 ) 


= 一 主人 二 多 [resin 2] 由 微分 性 质 ) 


iH- S$=#1ea20)]= (te) 
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4(4s3 +275? + 54s +39) 
É. [+ (alosa +3)2 za])}= PIE. pasa 135 


性 质 8. 2.6 〈( 象 函数 的 积分 一 一 积分 性 质 2) 设 -Z[/(:)] = F(s) , W 


g [E2] = ra (8.2.11) 
或 AD = 127| f7 Fes)as] 


证 “根据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 ， 有 
J” Eoas = fI GTA = J CU ae saya: 
[| 
根据 推理 可 得 到 其 一 般 式 为 


Z [E2] = fas f Fas (8.2.12) 
证 明 留 给 读者 。 


例 8.2.7 REMSCO) = 一 上 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
解 根据 上 述 象 本 数 的 积分 性 质 可 知 


see azi] en 


如 果 积 分 |” Kar 存在 ， 由 性 质 知道 当 : =0， 则 有 公式 
JE ERa = f7 Fas (8.2.13) 
其 中 , FO) = 多 [Jt)] 。 这 一 公式 ， 常 用 来 计算 某 些 积分 。 
例 8.2.8 RLR S Ea, 
解 因为 多 [sint] = 


， 则 由 公式 得 


[a T =j5s2 


£ *+1 
R- (Dirichlet) 积分 的 结果 完全 一 致 。 
例 8.2.9 应 用 拉 氏 变换 求 下 列 积分 。 


(1) JE Pesin td; (2) oS sinri. G) |” esin idt 。 


解 (D J” Pesin tde =- [z 


G) 
ë + r) | 
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sss R. 


= 212° +36? — 24| -0 
(s+1)4 s=l 
1 _ _ sin? a: sin 2t ag 
0 ° t 


of s = |” sind +. = Sin 
- i2, = J” Z sin 2i)as 


= 人 有 = arctan — 


+4 


(3) 全 sn tdt = J resin ty, 和 全 Z [te “sin t]ds 


= 
2 


+ 1 


2 


[lahe aaa 
(s+1)? +1 (s+1)?+1lo 
性 质 8.2.7 ( 象 函数 的 位 移 性 质 一 一 位 移 性 质 1) 设 多 [f(t)] = F(s)， 则 


有 
(8.2.14) 


[et)] = F(s-—a) (Re(s-a) > c) 
证 根据 拉 普 拉 斯 定义 ， 有 
BLR] = |” “Ge "ai = fetti = FG — a) 
由 此 看 出 ， 上 式 右 方 只 是 在 F(s) 中 把 * 换 成 * -a， 所 以 得 公式 
Zle”ft)] = F(s-—a) (Re(s-a) >c) 
例如 ， 运 用 公式 可 有 如 下 结论 
Zle] = e= 


Z [e “sin kt] = ETET] 


[esu(t)] = 二 


性 质 8.2.8 〈 时 间 的 延迟 性 质 一 一 位 移 性 质 2) W S [f(:)] = F(s) , Ki 


<0 时 , At) =0， 则 对 于 任 一 非 负 实数 7， 有 
Blut -ft -7)] = erF(s) (8.2.15) 


其 逆 变 换 为 [e Fs)] = ult- z)/G = r) 
证 “根据 拉 普 拉 斯 变换 定义 ， 有 
Plu -Ne = [U ue nA r)e™de 


= [ut ft r)e "a: 


(由 条 件 可 知 ， 当 :<r 时 , e-r) =0) 
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所 以 对 积分 ， 令 1-r=u, 则 
Ziua- r)/G = r)] = |” aye esau 


=e” J Keiu = e™P(s) 
0 


函数 /1-7) 55/00) 相 比 , f(t) 是 从 :=0 开始 有 非 零 数 值 ,而 f(t -7) 是 从 

t=7 开始 才 有 非 零 数值 ， 即 延迟 了 一 个 时 间 +r。 从 它们 的 图 像 来 看 , i-r) 的 

BEREH) 的 图 像 沿 : 轴 向 右 平移 距离 7 而 得 ， 如 图 8. 2. 1 所 示 。 显 然 可 得 
‘SB[ult -7)] = erl 


1 


S[etru(t-7)] = e= TT. 


[etr] =e” ; L 
S [fü - r)u(t -7)] = e™F(s) 
B (eut -7)] =er [eut -7)] = er < 


/0)| f(D 
o $ ol T “ 
图 8.21 图 8.2.2 


例 8.2.10 求 如 图 8. 2. 2 所 示 的 阶梯 函数 A(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
解 ”利用 单位 阶 夏 函数 ， 可 将 这 个 阶梯 函数 表示 为 
ft) = A[u(t) +u(t- r) +ut-27) +] = Be - kr) 
上 式 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 再 由 拉 普 拉 斯 变换 的 线性 性 质 及 延迟 性 质 ， 可 得 
ZS[fAt)] = A[L +e + Es "er + He te =) 
当 Re(s) >0 时 ,有 le | <1, 所 以 上 式 志 括号 让 为 公 比 的 模 小 于 1 的 
等 比 级 数 ， 从 而 
1 A 1 


= ë - 
ZAD = + ie 
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= #(1 + coth $) (Re(s)>0) 
一 般 地 , 车. 罗 [f(t)] = FLs) ， 则 对 任意 +>0， 有 
g [Z-n] = pA — kr)] 


1 
l-e™ 

性 质 8. 2. 9 (周期 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 公式 ) Wk fO 是 以 7 为 周期 的 周期 
KA, BPA + T) = f(t)(7T > 0) ， 则 


1 T 
ZIK] = == [ea (8.2.16) 


Tarn 


= F(s) 


(Re(s) > c) 


证 由 定义 
+% T +% Š 
BUD = | oea = | ea + Area 


HRA f Aed 作 变 最 代 换 ， 令 w=4 - T, MJ 
多 [A(D)] = Joe + 人 seredn = [Vea +e S [fi)] 


Je v t see 
故 有 多 LDO] = — | Oet 
t O<: <b ` 
例 8.2.11 求 周期 性 三 角 波 岂 9) -a baian’ RfG+25) = 
A( i) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
R 利用 公式 


ZIK] = rj tea = [ed +Q - Dea] 


à Laks od (1 -e*)? 
EEE S (1 -e™)(1+6™) 
F libe u Loop Ë; 

enh 


在 候 里 叶 变 换 中 我 们 已 经 讨论 过 郑 积 的 概念 ， 两 个 卫 数 的 卷 积 是 指 
ADIRO = [TAAG Tar 
当 4<0 时 所 (1) SAU REX, MERTE 
AOAO =f AAE- A A Art STAA) 
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s [AORE - r)dr (8.2.17) 


例 8.2.12 求 函 数 5 (t-a) 与 1 (t) 的 卷 积 。 
解 根据 卷 积 定义 得 


alt- a) *#f(t) = Jacr Laft - r)dr 


=- 人 sc - a)fG — )ar + ar = a)/G = r)ar + BCr -ft 7)dr 


= f alr -ofi - r)ar 
ASU) 函数 的 性 质 可 得 
8(1 a) #f(t) = pese) Osast 


性 质 8. 2 10 ( 卷 积 性 质 ) 

A) |AG)*/G) |< AE AE) 1 

(2) 满足 交换 律 。 AG) AA) = 所 (1) Aa) 

(3) 满足 结合 律 h(2) * [f(t) *f(1)] = AO) *f,G2)] *f,(0) 

(4) 满足 分 配 律 f(t) * [f(t) +A] = AG) Aa) +AA Aa) 

定理 8. 2.1 ( 卷 积 定理 ) BENU), NO) 满足 拉 普 拉 斯 变换 存在 定理 中 的 
kit, E 


t>a 


[AG = Fl), [AG] = Fals) 
则 有 BIA) *A(t30] = F(s) ° F,(s) (8.2.18) 
或 SALF) + Fl)] = AG) *ñG) 
证 BRAO * 矿 (满足 拉 普 拉 斯 变换 存在 定理 的 条 件 ， 它 的 变换 式 为 
BAO AD] = [AD AO Jerat = S [JADR narJe "at 
从 上 面 这 个 积分 式 子 可 以 看 出 ,积分 区 域 如 图 


8. 2.3 所 示 (阴影 部 分 )。 由 于 二 重 积分 绝对 可 积 ， 可 
以 交换 积分 次 序 ， 即 


ZAO hl) = KASTRE -r)e™dt]dr 
令 1-7=u， 则 s 

三 pl -7)e™dt = SE Aert du = eF, (s) 
所 以 


图 8.2.3 


BIRO AO] = | Ge p,(a)a= 
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= F,(s) [f(r)ewar = F(s)* F,(s) 
推论 ERO) (k=1, 2, =, n) 满足 拉 普 拉 斯 变换 存在 定理 中 的 条 件 ， 
PID)] = F,Gs)(k = 1,2,°%,n) 

则 有 [AG f(t) *-- *f,(0] = Fils) ° F,(s) + e Fs) 
例 8.2.13 RERA) = f,(t) = e Zein 3t 的 卷 积 ， 即 求 


e sin 3t * e-2tsin 3tç 
解 因为 .ZIe-2sin 3t = — 
Ba 2" [rrr FaU s ig sl 
| 


2 
rie al a] 


2 
= dealain 3t ~ teos 3) 
2SN 


#FG) = giy , RErMOROWOR AF88 (1) 。 


例 8.2.14 T 
PEEN ABERE PETE E SSO 

8 BAF) = IE -I mir 

fü) -="[= Z]: cos t * cos t = ficos reos (t -r)dr 


性 质 8. 2. 11 ”( 初 值 定理 ) # Z [)] = F(s), H limsF(s) 存在 , 则 
f(0:) = limsF(s) (8.2.19) 
证 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 微分 性 质 ， 有 
ZUE] = LDO] -f(0*) = sF(s) - (0°) 
由 于 条 件 已 假定 limsF(s) 存在 ， 故 lim SFC) 亦 必 存 在 ， 且 两 者 相等 ， 即 
AREO = mee, FG) 
在 前 式 两 端 取 Re(s) 一 + o 时 的 极限 ， 得 
lim ZL"(t)] = a (im _[sF(2) -A0*)] = limsF(s) — f(0) 


Re(i)—++= 


u T [eos + cos(27 — t) ]dr = (eos + sin t) 


€... 


Nm ZUD] = lim, f pea = 人 im A Oea = 0 


Reli) =+ Re(s)—+e Re(s) to 


所 以 
limsF(s) -Ko*) = 0 


即 limf) = A0°) = limsF(s) 
性 质 8.2.12*( 终 值 定理 ) 若 SZ [f(:] = F(s) , E sF(s) 在 包含 虚 轴 的 
右 半 平面 内 解析 ， 则 


im f() = limsF(s) (8.2.20) 
或 写 为 K+ o) = limsP(s) 


证 根据 终 值 定理 给 出 的 条 件 和 拉 普 拉 斯 微分 性 质 
Z [f'a] = sF(s) - f0) 
两 边 取 -+0 的 极限 ， 得 
lim [f"(1)] = lim[sF(s) -f(0)] = limsF(s) - (0) 
但 是 
img [f(D)] = lim J” rasa š j 2 lime™f (0) dt 
= fU raya =u) |” = limf) -A0) 
所 以 lim (t) = limsF(s) 
在 拉 普 拉 斯 变换 的 实际 应 用 中 ， 往 往 先 得 到 F(s) FERH N). BAN 
不 关心 函数 成 t) 的 表达 式 ， 而 是 需要 知道 (1) E10 或 二 +m 时 的 性 态 。 上 
述 两 个 性 质 为 我 们 计算 这 两 种 性 态 提供 了 方便 ， 能 使 我 们 直接 由 F(s) 来 求 出 
f(4) 的 两 个 特殊 值 f(0), f+ )。 
例 8.2.15 车 多 [f(t)] = 
E ”根据 公式 有 
f+) = limsF(s) =lim =1 


1 
sta’ 


RAO), f+) 。 


Ara) sipo) “0 


我 们 已 经 知道 多 [e=] =i, WA) =e“ 。 显 然 ， 上面 所 求 结果 与 直 


RESO) 所 计算 的 结果 是 一 致 的 。 但 应 用 终 值 定理 时 需要 注意 是 否 满足 定理 条 
件 ， 例如 ， 设 函数 JL) 的 F(s) =-= WFC) = 二 一 的 奇 点 为 = +j 位 


+t 
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于 虚 轴 上 ， 就 不 满足 定理 的 条 件 。 虽 然 


而 HORT- z 
是 不 存在 的 。 
例 8.2.16 RD || eza, 
ri 


l ]=sint, limf(t) = limsint 
+1 — += + 


解 设 多 [AD)] = ||” zas] = FG) ， 则 有 


fra) =- 


推出 BIf'(t)] = - Z [eos t] 
由 微分 性 质 得 


S [cost] = LFC) -Ko)] = Ts 


因为 是 /(0) = 0 ， 再 对 * 积 分， 有 


sF(s) = Íi ds = Th G+) +c 
依 终 值 定理 得 ,limf(t) = limsF(s) =c=0 


ATA F(C) = 二 in (1+2), B 
zg[[” cd x] = xin (1+8) 
8.2.17 RZ [recos Bt], HEF a, 为 常数 。 
解 ” 先 用 微分 性 质 ， 再 用 平移 性 质 。 
BA -Z [cos £t] z+ 


由 微分 性 质 得 多 [tcos Bt] -- iji 12] d 


又 由 平移 性 质 得 多 [iewcos pi] = A -E 
[ls -a)2 +P]? 
例 8.2.18 求 以 为 周期 函数 为 /(1) =:(0 <:<2) 的 拉 氏 变换 
Z). 
解 BAAO =， 为 一 个 以 2 为 周期 的 函数 ， 有 
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FO) = SAD = i [ea 


2 


TIE Latera | 
_1+2s 2 

8 — s(1- e25 
例 8.2.19 求 下 列 拉 氏 变换 。 
— o g| f Ea]; 
(3) 3 [f in eyy esin 2x yy 


解 (1) sasa. 再 用 积分 性 质 ， 再 用 微分 、 平 移 性 质 。 
=: [zein 2za8] =- $2 [ | resin 2sag] =- {LA tiesin 20} 


s= ri = is Lesin 20)}= i [AZ resin 2n)) 


0 


= {1(a 2 )}- aa +275? + 54s + 39) 
dsl s \ds (s +3)? +4 £ C + 6s + 13)3 
(2) MRAR 
EA insg) l F(s) = L [nz] = r Sisina = 1 J = 
= L arotans z = 二 (至 — arctans) 
(3) 5 (2) 类 似 


z[f esin 2zdz] = LF(s) = + z [ein 2] 2: 二 三: [e sin 2:]ds 


1 


+ erer ds = Tarctan * ”= 二 (至 - aretan z) 


D? +4 
例 8.2.20 求 下 列 函数 的 拉 氏 变换 。 
(1) f(t) = te 3tsin 2t ; (2) f(t) = (t ~ 1)e “u(t -1)。 
解 (1) 用 微分 性 质 , 平移 性 质 有 
FG) = SO] =- Z [esin 2] =- [ 
(2) 用 平移 性 质 ， 延 迟 性 质 有 
F(s) = I(t -1)e “uc -1)] 


] = 4(s +3) 
G73 +4 [Cs +3)? +4]? 


因为 Zins g Z[G - Dx: -1)] = SZ 
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e G+) 


所 以 FG) = #[G - Dee-D] = CO 
注 ; 满足 拉 普 拉 斯 变换 存在 定理 条 件 的 函数 成 让 在 t=0 处 为 有 界 时 ， 积 分 
[f] = [Taea 
中 的 下 限 取 0+ 或 0- 不 会 影响 其 结果 。 但 当 f(1) 在 1=0 处 包含 了 脉冲 函数 时 ， 
则 拉 普 拉 斯 变换 的 积分 下 限 必须 明确 指出 是 01 还 是 0- ， 因 为 


ZROD) = J” ea, 


SAOD] = |” esa = f aysa + FAD] 
m 5 f() £ : = 0 附近 有 界 时 
faroera =0, Z_[f0)] = 2,[f(t)] 


SAO) 在 4=0 处 包含 了 脉冲 函数 时 | fed 0, W 


ZA] ZA] 
为 了 考虑 这 一 情况 ， 我 们 需 将 进行 拉 普 拉 斯 变换 的 函数 所 t) #120 时 有 定 
义 扩大 为 当 !>0 及 t=0 时 的 任意 一 个 邻 域 内 有 定义 。 这 样 ， 书 中 拉 普 拉 斯 变换 


HRL ZIO] = 人 70)e-*dt 应 该 写 为 加 -LOD] = |” ea, AT 


书写 方便 ,我们 仍 写成 拉 普 拉 斯 定义 的 形式 。 
在 实际 工作 中 ， 可 通过 查 表 求 拉 普 拉 斯 变换 ， 查 表 求 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 要 
比 按 定义 去 做 方便 得 多 。 


83 拉 普 拉 斯 逆 变 换 


在 实际 应 用 中 ， 用 拉 普 拉 斯 作为 工具 求解 ， 虽 能 将 问题 化 为 简单 形式 ， 但 最 
后 解决 问题 ， 必 须 有 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 过 程 ， 即 已 知 象 函 数 F(s) 求 它 的 象 原 函 
数 /(:) 。 本 节 就 来 解决 如 何 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 这 个 问题 。 


8.3.1 拉 普 拉 斯 逆 变 换 公式 


因为 函数 f(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 实 际 上 就 是 /(1)u(t)e 的 傅 里 叶 变换 ， 
所 以 有 
Pep +jo) = [Au(t)e ea, 
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稳 复 变 函数 与 积分 变换 


Aule A = z FB + joyedw 
SON, GAMARAD A, spiastSpayao TA. N 
f) = >= [FC + joje tdw 


e 台 


= gg |` F(8 + ju) eÀ + ju) 


令 B+jw=s, 有 
fu =-= F(s)e"ds (8.3.1) 
这 就 是 从 象 函 数 F) 求 它 的 象 原 函 数 (r) 的 一 般 公 式 。 这 个 复 变 函数 的 
积分 称 为 拉 普 拉 斯 反 演 积分 。 计 算 复 变 函 数 的 积分 通常 比较 困难 ， 但 当 F(s) 满 
足 一 定 条 件 时 ， 可 以 用 留 数 方法 来 计算 。 


8.3.2 利用 留 数 方法 来 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 
设 % ，s ，…，sn 是 函数 F(s) 的 所 有 奇 点 ， H limF(s) =0， 作 闭 曲线 
C=L+Ca, Ca 在 Re(s) <B 的 区 域内 是 半径 为 R 的 圆 缴 ， 当 充分 大 时 ， 可 以 
使 F(s) 的 所 有 奇 点 包含 在 闭 曲 线 C 围 成 的 区 域内 。 
因为 同时 e* 在 全 平面 上 是 解析 函数 ， 所 以 F(s)e* 的 奇 点 就 是 F(s) 的 奇 点 。 
根据 留 数 定理 可 得 
FCs) eds = 2mj È Res[F(s)e",s,] 
Bp 
miN P FG)" + ,FCs)e"ds] = > Res[ F(s)e" s4] 
Me R += HASERA, 当 +>0 时 ， 且 limF(s) = 0 ， 可 以 证 得 
parore =o 
此 结论 又 称 为 复 变 函 数论 中 的 约 当 引 理 。 
从 而 
Lf F(s)e"ds = > Res[ Fls)e*,ss] (r>0) 
故 
多 -CRP(s)1= y> Res[ F(s)e" ,sk]. 
k=1 
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这 就 得 到 以 下 定理 ; 


定理 8.3.1 车 多 [f(t)] = F(s), limF(s) = 0, s1,52，,…,sn 是 函数 F(s) 
BRAFA, WE 
多 IFP()]= rj 2 F(s)e"ds = > Res[ F(s)e",s,] 
Bp 
fG) = > Res[ F(s)e",s,] (£ > 0) (8.3.2) 


例 8.3.1 利用 留 数 方法 求 F(s) = -去 二 UF Y 183888, 


解 EDEB) = s*(s? + 1) ， 它 有 两 个 单 零 点 s， = ja = -ji—+= 
级 零点 =s = 0， 且 limF(s) = 0, 由 公式 得 


Aag lag DS IG al 


O. wass 1 Ca 
$ (s Er na [= 了 ] 和 


= 于 (ee eh) te = sint + (t >0) 


例 8.3,2 利用 留 数 方法 求 FG) = rt 的 地 变换 。 


4s +13 
解 ” 这 里 分 母 B(s) 有 两 个 单 零 点 -2 +3i， H limF(s) = 0, 由 公式 可 得 
=— 2+5 wu 25+5 u 
AD = (2 + 4s +13) s= -2-3i t +4s +13)? s=-243i 
G 28 £S j +2545 e! 
2s+4° |,. 2 2544. 12-253 


本 Í -2-30 Q ae 2 P SA 
"(i+ +)° tarie =e (2cos 3t + 3-sin3t) 


利用 留 数 计算 拉 氏 逆 变 换 虽然 很 有 效 ， 但 有 时 计算 很 繁 瑞 ， 下 面 介 绍 其 他 的 
方法 。 š 


8.3.3 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 其 他 方法 


1. 利用 拉 普 拉 斯 逆 变 换 公式 
下 面 是 一 些 常用 的 拉 善 拉 斯 道 变换 公式 


s74 =1 =u(t)(Res > 0) 
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wn 


z7] = e" (Res > k) 


Sji] = sink(Res > 0) 


Z Lcos k] = (Res >0) 


z [21] = "(m 为 正 整数 ) 
s 


[1] = 8(t) 
2. 利用 拉 普 拉 斯 道 变换 的 基本 性 质 
(1) 线性 性 质 多 [aFi(s) *BF,(s)] = af, (t) *8f,(z) (其 中 8 为 复 常 
数 ) 


(2) BERNIR Z IFG] = - LL P(s)] 
(3) 积分 的 象 丽 数 多 [十 F(s)] = 多 LF(s)1d 
(4) 象 函数 的 积分 : 如 果 [f] = FC), B lim (D 存在 ， 则 


BF = :三 FoDd] 
(5) 象 本 数 的 平移 : WEZI] = F(s) , W 
ZIF + a)] = et”) 
(6) 象 原 西数 的 平移 一 时 间 延 迟 : 如 果 . 多 [A)] = FC), 
[e Fs)] = ult- z)/(t = r)(z > 0) 
(7) 拉 普 拉 斯 变换 的 卷 各 定理 
DAG) AO = Fco r)dr 
2) MRZIO] = B.G), ZAO] = (s) , Ml 
BIER) ° F,G)] = G) *5(D 
3. 有理 函数 化 为 部 分 分 式 
4. 查 积分 变换 表 
例 8.3,3 利用 部 分 分 式 方法 求 FO) = UD MERR, 
解 PUS FO) 为 一 有 理 分 式 ， 可 以 利用 部 分 分 式 的 方法 将 FO) 化 成 
1 1 


1 
Mos 
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所 以 
f) = =-[ l =1 -er 


例 8.3.4 RFO) = ln HH 的 拉 氏 道 变换 。 
解 用 微分 性 质 公式 得 


AD =- L978'(s)] =- -ee) = sinh i 


例 8.3.5 求 F(s) = ay 一 一 -vz 的 拉 氏 逆 变 换 。 
解 a 
fa) = 12 [[ FG] = a| f° AEDT z 58] 


ETE so 
S s s Ts gee e= geimh 
例 8.3.6 RFO) = rH RRINE. 


解 ee 
fO) = #-(FG)1= W 2 


Dis +3) 
ee Yb. EA E 
E a [3] 3 a 
例 8.3.7 利用 多 种 方法 求 函数 F(s) = pp 的 拉 氏 逆 变 换 。 
解 解法 1 利用 部 分 分 式 来 求 
f) =g Llig -e + te 


解法 2 利用 卷 积 定理 来 求 
fO) = 27 l = >" [ca] *+=-[1]= rs 
= forerar = 1 - e! +te 
解法 3 利用 积分 来 求 
AD = 2 [seal [z [ 1] = Dea = 1 -er + te' 
解法 4 利用 留 数 来 求 


° 复 变 函数 与 积分 变换 


由 于 F(s) 有 一 阶 极点 s =0， 有 二 阶 极 点 s =1， 所 以 得 
Res[F(s)e*,0] = G Dl. =1 
Res[ F(s)e*,1] = (5 la = te -e 
故 得 flt) =1- e +te 
1 
例 8.3.8 R F(s) = pga p y 的 拉 氏 着 变换 。 
解 利用 卷 积 公式 
BIAt)] = F(s) = 


1 z 1 
(8 +4s +13)?  [(s +2)? +32]? 
d: e mr E 

9 (s +2)? +3? (s +2)? +3? 


根据 位 移 性 质 得 


= e“Zsin 3t 


a 3 
z [ç +2)2 za] 

所 以 
fe) = Fesin 3t) * (e™sin 3t) = + [rsin 3re (sin 3(t ~7)dr 


9 
ras fisin 3rsin 3(t -7)dr = der f +L eos(6r —3t) -cos 3t]dr 
= ge [sin (6r 23) ooa a] | 


e~” ( sin 3t — 3tcos 3t) 


SA 
54 


0 
8.4 拉 普 拉 斯 变换 的 应 用 

拉 普 拉 斯 变换 除了 在 定 积分 和 广义 积分 上 的 应 用 ， 在 力学 、 电 学 、 自 动 控 
制 、 可 靠 性 以 及 随机 服务 系统 等 学 科 中 也 都 起 着 重要 应 用 。 人 们 在 研究 这 些 问题 
时 ， 往 往 从 实际 问题 出 发 ， 将 研究 的 对 象 归 结 为 一 个 数学 模型 ， 在 许多 场合 下 ， 
这 个 数学 模 现 是 线性 的 。 换 名 话说 ， 它 可 以 用 线性 的 积分 方程 、 微 分 方程 、 微 分 


积分 方程 乃至 于 偏 微分 方程 等 来 描述 。 这 样 ， 我 们 可 以 用 拉 普 拉 斯 变换 这 一 方法 
去 分 析 和 求解 这 类 线性 方程 ， 下 面 我 们 将 分 别 加 以 介绍 。 


8.41 “利用 拉 普 拉 斯 变换 求 广义 积分 
mear 求 广义 积分 三 dt。 
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解 ”利用 性 质 可 得 广义 积分 计算 公式 


J Da = |” ZIAD) = |” Pas 
则 
Ne ea A J ze> - “Ja, 


0 
= 人 [二 -了 = 


二 


° 3 


8.4.2 ”利用 拉 普 拉 斯 变换 解 微分 、 积 分 方程 


例 8.4.2 利用 拉 普 拉 斯 变换 求 微分 方程 + 2y' + y = ult) 满足 边界 条 件 
y(0) =0,y'(0) = 1 的 解 。 

解 利用 微分 性 质 ， 设 方程 的 解 为 y=y(1)， 且 设 多 [y(t)] = Y(s) ,对 方 
程 的 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 考虑 到 边界 条 件 ， 则 得 

$y(s) -1 +2sy(s) + y(s) = L 
at 
s+1 

所 以 y) =t-e* 

例 8.4.3 拉 斯 变换 求 微分 方程 '"+2y' +y =e- 满 足 边界 条 件 y(0) = 0, 
y'(0) =1 的 解 。 

解 利用 微分 性 质 ， 设 方程 的 解 为 y =y(t)， 且 设 罗 [7y(#) ] = Y(s) 对 方程 
的 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 考虑 到 边界 条 件 ， 则 得 


s2y(s) -1+2sy(s) +y(s) -— 


y(s) = L 


FO NSN Re 

1) 0 G +D 
y š Z -t 

所 以 xy(O=(32+ 中 


以 上 例子 说 明 满足 边界 条 件 的 常 系数 线性 微分 方程 的 解 ， 可 以 通过 拉 普 拉 斯 
变换 来 求 得 。 实 际 上 对 于 某 些 特殊 变 系数 的 微分 方程 ， 也 可 以 用 拉 普 拉 斯 变换 的 
方法 求解 。 如 利用 象 函数 的 微分 性 质 可 知 


FUAD) = (-D)" ZIAD)] 
从 而 


€ 复 变 函数 与 积分 变换 


多 [erm(D)] = (- D Sg [fet] 


下 面 我 们 给 出 一 个 求解 变 系数 微分 方程 初 值 问题 的 例子 。 
例 8.4.4” RAE y" -ty'+y=1 MERRE yl = 1 ,7 lis =2 6 


解 。 
解 ”对 于 变 系数 微分 方程 ， 通 过 拉 氏 变换 使 方程 降 阶 ， 然 后 解 出 。 
第 一 步 对 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 , 设 SZ [y(:)] = Y(s) ， 即 
#[y'] -Zlty]+ Ziy] =Z 
亦 即 
LCs) -sy(0) -Y(0)] + LsY(s) - y(0)] + (8) = + 
第 二 步 考虑 到 初始 条 件 ， 代 人 整理 化 简 后 可 得 
Y'(s) + (s + Z)ro) z= u +2 +1 
第 三 步 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 ， 这 是 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ， 利 用 一 阶 线性 非 
齐 次 微分 方程 求解 公式 YX(s) = eP] [@(s)ejas + c] 
得 7(s) = eJesye[ |: + 2 + 1)8Je Das + c] 
解 得 Y(s) = L + 全 + Ge 全 = l + + 和 (1 - 5 tist - 
然后 取 逆 变换 可 得 y(t) = 1 + (C +2)t( 利 用 .多 "1[s*] = 0(k = 1,2,3,…) 
为 确定 常数 C， 令 1=0, 代入 有 y|,-o=1, y'|,-o =2, 得 C=0。 故 方程 满足 初 
始 条 件 的 解 为 y ( =1+2: 
例 8.4.5 利用 拉 氏 变换 求 下 列 微分 、 积 分 方程 的 解 。 
(1) y'+2y'+y=te"t, y(0) =1, y'(0) = -2; 
(2) ficos (t-r)y(z)dz = t cost; 


(3) y’ +2y = sin t- 7(r)dr， y(0) =0。 


解 (1) 对 微分 方程 两 边 拉 氏 变换 得 
Ziy] +2[y'] + [y] = 多 [ie 
令 多 [y(t)] = Y(s) , MU 


s2Y(s) -s +2 +2[sY(s) - 1] + Y(s) = 
对 方程 整理 并 且 解 出 Y(s) : 
234 
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(s +1? 
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EE 
Cs +1)? 


1 1 
十 一 一 -一 
GIDI s+ C+D 


因为 (2 +2s + DY(s) = 


所 以 Y(s) = 
HARARE, JAY 
r) = er($e -1+1) 
(2) 两 边 对 微分 方程 求 拉 氏 变换 得 
Z [feosl -r)y(r)dr] = .Z [t cos t] 


利用 卷 积 定理 得 S° [cos ty y()] = $ =1 


P+F 
P aa 
(s+1)? 


3 = 
即 zT) = 


对 方程 整理 并 且 解 出 Y(s) 得 Y(s) = -Z = 5- 上 
对 方程 求 拉 民 逆 变换 得 yU) = 2eos 4 -1 
(3) 两 边 对 方程 求 拉 氏 变换 得 
FB[y +2y] = Z [sint - [yaoa]. y(0) = 0 
1 


则 sY(s) +2Y(s) = EET) 


= Lys) 


对 方程 整理 并 且 解 出 Y(s) 得 Y(s) = 


s 
Cs 1D ë 


对 方程 求 拉 氏 逆 变 换 得 y(D) = 了 (sin t-e) 


” 


Msas 求解 线性 方程 组 l 7 O ARDA 
pe) =o =0 
x(0) = *'(0) = O° 

8 这 是 一 个 党 系数 微分 方程 组 的 初 信 问 题 . 对 方程 组 的 两 个 方程 两 边 取 拉 
普 拉 斯 变换 ， 设 多 [y(?)] = Y(s) ,多 [x(1)] = X(:) ， 并 考虑 到 初始 条 件 ， 则 
得 


Eo -2sX(s) = %[/(t)] 
sy(s) - #X(s) +X(s) = O 
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整理 化 简 后 解 这 个 代数 方程 组 ， 即 得 
i. = Lg[F()] -347 (D 


X(s) =- 


=g [fu] 
+1 


s 
求 它们 的 逆 变 换 得 
人 = 1 * F(t) — 2cos t * f(t) 
x(t) =- cos t» f(t) 
这 便 是 所 求 方程 组 的 解 。 


8.4.3 利用 拉 普 拉 斯 变换 解 实际 问题 


例 8.4.7 设 弹簧 系数 为 上 的 弹簧 上 端 固定 ， 质 量 
H m 的 物体 挂 在 弹簧 的 下 端 ( 见 图 8. 4. 1) 。 若 物体 自 
静止 :=0 时 ， 位 置 x =xo 处 开始 运动 ， 初 速度 为 零 。 当 
其 为 无 阻尼 自由 振动 时 ， 求 该 物体 的 运动 规律 (t) 。 
R ”我 们 仅 分 析 无 阻尼 自由 振动 的 情形 。 由 力学 知 
识 可 知 ， 物 体 只 受 弹性 恢复 力 f = kelt) 的 作用 。 根 据 
牛顿 第 二 定律 ， 有 . 
max” = — kx 
其 中 ，- kx 由 胡 克 定律 所 得 ， 是 使 物体 回 到 平衡 位 置 W 8.44 
的 弹簧 的 恢复 力 ， 所 以 ， 无 阻尼 自由 振动 时 ， 物 体 运动 的 微分 方程 为 
mx" +kx=0 (0) 
H x(0) = xo, x'(0) =0 
现 对 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 , 设 多 [x(t)] = X(s) ,多 [f(t)] = F(s) ,并 考 
虑 到 初始 条 件 ， 得 
ms X(s) 一 mxos = — kX(s) 
x 


Mia = T f XG) = 全 取 它 们 的 地 变换 ， 一 一] 

从 而 x(t) =ocos woto = Z e. N ti 
例 8.4.8 在 如 图 8. 4. 2 所 示 的 RL 申 联 电路 中 ， 

在 1=0 时 将 电路 接 上 直流 电动 势 E， 求 回路 中 电流 mga 


i(t)o 
解 ”根据 回路 电压 定律 〈Kirchhoff 定律 ) # 


ug +u, = E 
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其 中 
ug = Ri(t), u, = LS 
所 以 
Lio) + Ri(t) = E, i(0) =0 
这 就 是 该 电路 中 两 端 电压 所 满足 的 关系 式 ， 它 是 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ， 现 对 
方程 式 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 设 
Ks) = Zlil)]) , RIC) + Ls1(s) = £ 
iaaii 
R 
d s+(%) 
例 8.4.9” REDMAR y (t) = bylt -1), 当 0 <t < 1 时 的 解 。 
解 ” 对 于 差分 微分 方程 ， 通 过 拉 氏 变换 使 方程 降 阶 ， 然 后 求解 。 两 边 对 方程 
求 拉 氏 变换 , 设 . 罗 [y(t)] = Y(s) , 则 得 .多 [y'] = 2 [7YG-1)] ,化 为 
sY(s) - y(0) = be *Y(s) 
将 初始 条 件 代 人 ， 对 方程 整理 求解 ， 得 


所 以 1(s) = z| ] ,i(t) = Za - e$) 


1 L Cb _, 
Y(s) Se = Zr k 
求 拉 氏 道 变换 为 
l y = ZTO] = SLS Ee] 
= k 
= Bi Gq 


从 以 上 例题 可 以 看 出 ， 用 变换 求 线性 微分 、 积 分 方程 及 其 方程 组 的 解 时 ， 有 
如 下 的 优点 : 

(1) 在 求解 的 过 程 中 ， 初 始 条 件 也 同时 用 上 了 ， 求 出 的 结果 就 是 需要 的 特 
解 ， 这 样 就 避免 了 微分 方程 的 一 般 解法 中 ， 先 求 通 解 再 根据 初始 条 件 确定 任意 常 
数 求 出 特 解 的 复杂 运算 。 

(2) 零 初 始 条 件 在 工程 技术 中 是 十 分 常见 的 。 由 第 一 个 优点 可 知 ， 用 变换 
求解 就 显得 更 加 简单 ， 而 在 微分 方程 的 一 般 解法 中 不 会 因此 而 有 任何 简化 。 

(3) 对 于 一 个 非 齐 次 的 线性 微分 方程 来 说 ， 当 非 齐 次 项 不 是 连续 函数 ， 而 
是 包含 5 - 函数 或 有 第 一 类 间断 点 的 函数 时 ， 用 变换 求解 没有 任何 困难 ， 而 用 微 
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分 方程 的 一 般 解 法 就 会 困难 得 多 。 

(4) 用 变换 求解 线性 微分 、 积 分 方程 组 时 ， 不 仅 比 微分 方程 组 的 一 般 解法 
要 简便 得 多 ， 而 且 可 以 单独 求 出 某 一 个 未 知 函 数 ， 而 不 需要 知道 其 余 的 未 知 函 
数 ， 这 在 微分 方程 组 的 一 般 解法 中 通常 是 不 可 能 的 。 

(5) 用 变换 方法 求解 的 步 又 明确 、 规 范 ， 便于 在 工程 技术 中 应 用 ， 而 且 有 
现成 的 变换 表 ， 可 直接 获得 象 原 函 数 〈 即 方程 的 解 ) 。 正 由 于 这 些 优点 ， 积 分 变 
换 在 许多 工程 技术 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 。 


第 8 章 小 结 


一 、 导 学 

本 章 从 传 氏 变换 引出 拉 氏 变换 的 概念 。 拉 氏 变 换 在 傅 氏 变换 的 基础 上 ， 引 入 
了 指数 窒 减 函数 。- 和 单位 阶 路 函数 u(:) ， 从 而 放宽 了 对 函数 的 限制 并 使 之 更 
适合 工程 实际 ， 同 时 它 仍 保留 了 傅 氏 变换 中 许多 好 的 性 质 ， 特 别 是 其 中 有 些 性 质 
(如 微分 性 质 、 卷 积 等 ) 比 傅 氏 变换 更 实用 、 更 方便 。 另 外 ， 拉 氏 变 换 仍 具有 明 
显 的 物理 意义 ， 它 将 频率 变 成 复 频率 ， 从 而 不 仅 能 刻画 函数 的 振荡 频率 ， 而 且 还 
能 描述 振荡 幅度 的 增长 (或 衰减 ) 速率 。 

对 于 拉 氏 逆 变 换 来 说 ， 原 则 上 讲 ， 反 演 积分 公式 是 一 种 求 拉 氏 逆 变 换 的 通用 
方法 ,但 有 时 应 根据 象 函数 的 具体 情况 而 灵活 地 采用 其 他 方法 ， 应 充分 利用 拉 氏 
变换 的 各 种 性 质 。 通 常 是 将 象 函数 分 解 为 一 些 基本 函数 的 相 加 或 相 乘 ， 再 利用 线 
性 性 质 、 位 移 性 质 、 延 迟 性 质 、 卷 积 定理 等 ， 并 结合 这 些 基本 函数 的 象 原 函 数 求 
出 总 的 象 原 函 数 。 

拉 氏 变换 的 应 用 领域 相当 广泛 ， 如 解 微分 方程 。 由 于 拉 氏 变换 能 将 微分 变 成 
乘法 ， 将 微分 方程 变 为 代数 方程 ， 而 且 初始 条 件 包含 在 变换 式 中 ， 因 而 能 有 效 、 
简便 地 求解 微分 方程 。 

学 习 本 章 的 基本 要 求 : 

(1) 正确 理解 拉 普 拉 斯 变换 的 概念 ， 了 解 拉 氏 变换 存在 定理 ， 会 求 一 些 常 
用 函数 的 拉 氏 变换 。 

(2) 理解 拉 氏 变换 的 性 质 ， 会 用 它们 求解 拉 氏 变换 以 及 一 些 拉 氏 逆 变 换 。 

G) 掌握 拉 氏 变换 的 卷 积 性 质 ， 会 用 它 求 一 些 函 数 的 拉 氏 逆 变 换 ; 会 用 拉 
氏 变 换 求解 一 些微 分 、 积 分 方程 (组 ) 。 

二 、 内 容 提要 

1. 基本 概念 
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拉 普 拉 斯 过 变换 AOD = IUO] = 二 /PF(s)erds 


拉 普 拉 斯 变换 存在 定理 ”如 果 函 数 /(1) WER: 

(1) 在 :>0 的 任 一 有 限 区 间 上 分 段 连续 。 

(2) Hi + om 时 满足 指数 增长 性 ， 即 存在 常数 愉 >0 R c>0 使 得 | f(1) l < 
Me* (0<t< +e) RE, MWA) 的 拉 普 拉 斯 变换 


ZIRD) = FG) = | Aed 


拉 普 拉 斯 变换 多 [f(t)] = F(s) = J aysa, 


在 半 平面 Re(s) > ç 上 一 定 存在 ， 积 分 S [f0)] = FG) = [ Aed 在 


Re(s) >k(k > c) 上 绝对 且 一 致 收敛 , F(s) 在 Re(s) > c 内 解析 。 
2. 基本 公式 


G).Z[u(0] = 多 [1] = 二 (Res >0) 


(2) Z tet] = Res > k) 


k 
g + 
4) Z == 

(4) Z [ cos ktl z (Res > 0) 

(5) 多 [el = EREU Res > 0,m > 


(3) (sin ktl = 


(Res > 0) 


(6) Fts) 1 
3. 周期 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 
03 fer + T> = fa) (T > 0) 则 7 了 为 (4) 的 周期 ， 则 周期 函数 Pt) 的 拉 普 
拉 斯 变换 为 
多 [KD] = F(s) = ria [yes (Re(s) > 0) 


4. 关于 拉 普 拉 斯 变换 积分 下 限 问题 
ZIRD] = FG) = fs)ed 


FUO] = FC) = J” ayer = faota, ON 
5. 拉 普 拉 斯 变换 性 质 
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S... s. 


(1) RES [ofi (1) AAC] = aF (s) +BF,(s) (GER a, B AWW 
(2) 相似 性 多 [fat)] = ÈP Ca > 0) 


(3) 象 原 函数 的 导数 多 [f"(t)] = s#[fG)] -f(0t*) = sF(s) - 70+) 
一 般 公式 为 多 [f 人 (2)] = FC) =f 0) -… -f (0) 

(4) 象 函 数 的 导数 多 [ - f(t)] = F(s) 

一 般 公式 为 多 [ (一 2)"f(t)] = FO) (s) 


(5) 积分 的 象 函数 Z [ ruya: = LF(s) 


(6) REER: 如 果 多 [f(t)] = FC), B tim (Ü 存在， wy 
s) = F(as 


(7) 象 函数 的 平移 ; Z [e*2f(r)] = F(s Fa) 
(8) 象 原 函数 的 平移 一 一 时 间 延 迟 多 [Nt -r)u(t-r)] =e-"F(s)(7>0) 
(9) 拉 普 拉 斯 变换 的 卷 积 定理 


DAOA = SAAC -Tar 


2) ZAH *f,()) = AY A r)ar] = F,(s)F,(s) 
(10) 初 值 定理 : 如 果 lim sF(s) 存在 ， 则 
f(0*) = lim sF(s) 
(11) 终 值 定理 : 如 果 多 [A(1)] = F(s), H sF(s) 在 包含 虚 轴 的 右 半 平 面 
内 解析 ， 则 
f+ =) = limf(t) = limsF(s) 
6. 拉 普 拉 斯 递 变 换 的 留 数 法 
如 果 多 [RD] = F(s), B limF(s) =0, s,(k =1,2,3,…,n) X F(s) 的 所 
AMFA, M 
fü) = BAF(s)] = Brera 
7. 求解 拉 普 拉 斯 变换 基本 方法 
(1) 用 拉 氏 变换 定义 
S [fG)] = F(s) = faea 
(2) 如 果 f(t +T) = f(z)(T > 0) 则 7 为 1(t) 的 周期 ， 则 周期 函数 /(1) 的 


第 8 章 anane Ë 
— 1⁄ 
拉 普 拉 斯 变换 为 
1 


ZIK] = F(s) = = [rasa (Re(s) > 0) 


eT 


G) 利用 常用 基本 公式 与 性 质 来 求 。 
8. 求解 拉 普 拉 斯 递 变换 基本 方法 
(1) 利用 常用 基本 公式 与 性 质 来 北 推 求解 。 


(2) 利用 留 数 来 求 , MA) = 多 -1[F(s)] = PAOA! 


G) 利用 卷 积 来 求 。 

三 、 疑 难 解析 

1. 传 里 叶 变 换 与 拉 普 拉 斯 变换 有 什么 联系 ? 

E BRKO) 满足 傅 氏 变换 条 件 ， 因 为 傅 里 叶 变换 


FDP] = Flw) = | Aul) eedt 
= [A eer e [esa = 多 [AD)] 


为 拉 普 拉 斯 变换 ， 即 f(:) ul) e -PP 的 伟 氏 变换 为 (1) 的 拉 氏 变换 。 
2. 如 下 两 题 的 解答 正确 吗 ? 如 不 正确 ， 指 出 错误 并 予以 纠正 。 


(1) Blain(t-2)] z622 [sint] = Ss 


e” 
ET ig 

E 都 是 错误 的 。 错 在 应 用 延迟 性 质 求解 拉 氏 变换 时 ， 没 有 注意 到 函数 
fO) =sin(t-2) 不 满足 延迟 性 质 的 条 件 f(1) =0(:<0) 。 正 确 的 解法 应 是 依据 定 
义 求解 ， 即 


(2) Z [sin(t+2)] =e229 [sint] = 


(1) -Z [sin(t -2)] = fi sine -2)e*de Š — z ein? + oos? 
° “+l 
(2) Z [sinlt +2)] = f sin(t +2)e™dr = t Sin2 + eos2 
0 2 +1 


3. 下 列 用 久 数 求 F(s) = 
写 出 正确 解法 。 
BA FC) = 了 二 _ = 宇 +1，， 所 以 *=I 为 二 级 极点 。 由 留 数 求 拉 普 拉 
#-2s+1 (s-1)2' g 


斯 道 变换 ， 得 


于 的 拉 普 拉 斯 六 变换 是 否 正确 ? MERER 
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ns 


AD = ale ]= m [G - 132 £ ri *] 


PY =; s- 12 
= 2e'(1 +t) 
E 解法 不 正确 。 因 为 F(s) 不 满足 留 数 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 条 件 
C jim: F(a) =0)。 
本 题 (im F(s) = 10 ， 所 以 不 能 利用 留 数 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 。 


正确 的 解法 是 利用 部 分 分 式 来 求 。 
_ S +1 H+1 2 2 2 
Meana G- aD td 
y 2 2 u 
所 以 ID= D litra tao + 80 


四 、 杂 例 
例 8.1 计算 多 [zu(1-e-)] 。 


1 1-e*>0 1 t20 
1 -e-) = = 
a usa f l-e”<0 b t<0 


所 以 Ziu -e)]= Z [Pu] = fT Puled = f Perat 
0 0 
= Z(Re(s) > 0) 
S 


例 8.2 利用 拉 氏 变换 求 变 系数 微分 方程 
ty" - (1 +t)y'+2y = 上 -1, y(0)=0, y'(0)=0 
的 解 。 
解 ” 对 微分 方程 两 边 求 拉 氏 变换 得 
GL] -#[(1+)y'] +Z [2y] =Z [+ -11 
令 多 [y(t)] =Y(s)， 并且 利 用 微分 性 质 得 
~ [e Y(s) ~ sy(0) ~ y'(0)]” ~ sY(s) +y(0) + [sY(s) -7(0)]’ +2Y(s) 


“a Lt 
w sê s 
将 条 件 代入 得 
—-[sY(s)]'-sY(s) +[sY(s)]' +2Y(s)= 吉 -十 
方程 整理 得 Y'(s)(s—s) +3(1-s)Y(s) = 


并 且 解 出 Y'(s) + YO) = 广 ， 利 用 一 阶 线性 非 草 次 微分 方程 公式 ,得 
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Y(s) = efe [ f Fef tas +e] 


对 方程 求 拉 氏 逆 变 换 ， 从 而 解 为 
y(t) =t +Z 
0 t<0 
例 8.3 设 函 数 /(t) = sint ”0<t<m ， 求 拉 普 拉 斯 变换 F(s) =Z [f(t) ]。 
cost TEt< +o 
解 ”利用 单位 阶 牙 函数 可 以 将 所 求 函数 化 为 
f(t) =u(t)sint+u(t-T)[cost -sint] 
=u(t)sint +u(t — r) [ sin( t — m) — cos( t — Tr) ] 
所 以 拉 普 拉 斯 变换 为 


KORIO + 可 


22+1 


[e7™ —se""](Res>0) 


9184 AER6E690638 83828 HCO) = 上， 求 当 输 玉 西数 /4) = 4sinot 时 
系统 的 输出 西数 y(t) 。 

解 因为 YG)=HG)XG), HR HG) 3949388838, XG) 为 输入 函数 ， 
所 以 
k Aw 


Egri 
YCS) =H) ZIAD ] sr pI lsin] =p Z 2 


1 
= —Ako. | SSE > + T 
To? +4 Lss s+w s +o? 


T 
n - — Ako -+_ 1 ， 

所 以 y) "a le cosa + Tsinat) 
ME AkTw -4 
tt arctan( wT) ] + + Pat? 

五 、 思 考题 
1. 拉 普 拉 斯 变换 与 传 里 时 变换 是 什么 关系 ? 


2. 拉 普 拉 斯 变换 的 条 件 与 傅 里 叶 变换 的 条 件 的 不 同 点 在 何 处 ? 
3. 在 求 拉 普 拉 斯 道 变换 时 需要 注意 什么 ? 
4. 用 留 数 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 需 要 注意 什么 ? 
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5. 什么 叫 拉 普 拉 斯 变换 卷 积 定理 ， 它 与 傅 里 叶 变换 卷 积 定理 有 何 区 别 ? 
6. 如 何 利用 卷 积 定理 来 求 拉 普 拉 斯 变换 ? 
7. 如 何 选 择 适 当 的 变换 来 求解 方程 ? 


习 题 八 
A 类 
1. 求 下 列 各 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
(1) f(t) =sintcost; (2) A(t) =8(:-1)e'; 
4 0<t< 工 
GAO = 人 OSSEA RE a: 
0 13 sint Ens 
1 
2. 求 下 列 各 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
AU) = e+56(30 1 (DA) = G+2)2; 
(3) f(1) = sin(at + b) ; (4) f(t) = fe- + tsini, 
OLOR (Ofe) = J esia, 
° 
(7) G) = ml24 ~ 6) ; (8) /G) = Juewainaidr ; 
(9) f(t) = e Yein2r ; (10) f(t) = cos2t . 8(t) - sint - u(t) ; 
aD $s AZ) AE) = ult- D8-1) -ed)]; 


(DA = E, 


3. 求 下 列 各 周期 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
(UND=t (O<:i<7); 


1 os < 
(2)/G) = 


-1 4 sis r 

4. 求 下 列 卷 积 。 

(1):*e, (2) t* cost; 
(3) u(t ~a) ft); (4) sint * costo 
5. 利用 拉 普 拉 斯 变换 求 下 列 各 广义 积分 。 


(D ee ata >0,8>0); (2) J 0 ega, 
(3) f" teisinis; (4) JU sta $ 

0 
6. 求 下 列 各 函数 的 拉 普 拉 斯 道 变换 。 


第 8 章 nen 
— sa 


OLORE 


(CD FO) = i 416° 
(3) FG) = ——i (4) F(s) = In 一 了 1 
42 + 1 
1 ex 
OFO = TIG ry (6) F(s) = rr rE 
3 
DFO = TDS TD: OPORE En = 5 
(9) FG) = ° (10) F(s) = Ho Et 
7. 利用 卷 积 求 下 列 各 函数 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 。 
E AAE TORE EEE 
DFO srr p OFO = apea 
8. 利用 拉 普 拉 斯 变换 求解 积分 、 微 分 方程。 
(1) y' +y = siw,y(0)=-1; 
(2) y" -y = 4y(0) =1, y'(0)=-1; 
(3) y(t) = cost -2 J (rsin(e -7)dr; 
(4) y +3y +2 | yà = u(t ~ 1), (0) = 1; 
w z -2y +y = 2e 
y'(0) = (0) = 0 
(6) r -2y +2y = ka 
7'(0) = y(0) = 0 
9. 求解 微分 方程 组 
ee -2 
2 -2 +x =t 
在 初始 条 件 y'(0) =y(0) =x'(0) =x(0) =0 FHR. 
B 类 
10, 求 下 列 各 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
(1) f(t) = e™ cos?t; (2) HL = u(t - 2)e-20-2) ; 
(3) A) = lexsin2t (OAD = 1 
(5) A) = tf essin2rdrs (6) A) = | resin2rdri 
(2) fü) = sineli (8) AD = e f Wg 
11. 求 下 列 各 函数 的 拉 普 拉 斯 着 变换 。 
e+ 1 
0) F(s) = =; (2) F(s) = arctan ~; 
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二 

G) PCD = a: WFO = Z 
s+l s+2 

G) FG) = nt (O FO = yep rae 


12. 利用 拉 普 拉 斯 变换 求 下 列 微 分 方程 。 
(1) y” + 3y" +2y' = 1, y(0) = y'(0) = y”(0) = 0; 
(2) y" - y = 4sint + Scos2t, y(0) =- 1, (0) = -2; 
(3) Ë *y-z= 

2 +3y -2z = 2e', y(0) = z(0) = 1。 
13. 利用 拉 普 拉 斯 变换 求 下 列 积分 方程 。 


OAE) = 2t + fAD in - Dd; 


(2) f(t) = 3sin2: - [aysa (a - Dar, 


由 于 复数 产生 的 特殊 性 ， 所 以 复数 理论 的 发 展 必然 是 与 应 用 相 联系 
的 ， 例 如 达 计 贝尔 及 欧 拉 由 流体 力学 导出 了 著名 的 柯 西 - 黎 曙 条件 ; 35 
可 夫 斯 基 应 用 复 变 函 数 证 明了 关于 飞机 村 升力 的 公式 ， 并 且 这 一 重要 结 
果 反 过 来 推动 了 复 变 函 数 的 研究 。 另 外 ， 复 变 函 数论 的 发 展 还 和 电磁 学 、 
热学 、 弹 性 力学 等 学 科 以 及 数学 中 其 他 分 支 联系 着 。 本 章 中 我 们 简要 的 i 
介绍 物理 场 的 基本 概念 与 解析 函数 在 平面 场 中 的 应 用 。 


9.1 物理 场 简介 


场 是 描述 物理 世界 的 一 种 数学 方法 。 一 般 地 ， 如 果 在 全 部 或 部 分 空间 里 的 每 
一 点 ， 都 对 应 着 某 个 物理 量 的 一 个 确定 的 值 ， 我 们 就 说 在 这 个 空间 里 确定 了 该 物 
理 量 的 一 个 场 。 如 果 这 个 物理 量 是 数量 ， 就 称 这 个 场 为 一 个 数量 场 ; 如 果 是 向 量 
(矢量 ) ， 就 称 为 向 量 场 (矢量 场 )。 如 温度 场 、 密 度 场 、 高 度 场 都 是 数量 场 ， 而 
力 场 、 速 度 场 等 为 向 量 场 。 

某 一 个 向 量 场 已 是 一 个 平面 场 ， 其 意思 
并 不 是 说 这 个 场 中 所 有 的 向 量 都 是 定义 在 某 
一 平面 上 ， 而 是 说 所 有 的 向 量 都 平行 某 一 固 
定 的 平面 $S， 并 且 在 任何 一 条 垂直 于 S 的 直线 
2 上， 每 一 个 点 上 的 向 量 其 大 小 方向 完全 相 
同 。 这 样 ， 向 量 场 忆 就 可 以 用 平面 $ 上 的 向 
量 场 来 表示 ， 如 图 9. 1. 1 所 示 。 如 果 我 们 更 进 
一 步 在 平面 $ 上 采用 向 量 的 复数 记 法 ， 那 么 图 9.1.1 
场 E 就 唯一 地 确定 了 一 个 复 变 函 数 

E = E(x,7)+iE,(x, y) 
Bth E,, E, DIERA E HE a A y 轴 方 向 的 两 个 分 量 。 


9.1.1 数量 场 的 方向 导数 与 梯度 
在 数量 场 u = u(M) 中 ， 由 场 中 使 函数 4 取 相 同 数值 的 点 所 组 成 的 曲面 (或 
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曲线 ) 称 为 该 数量 场 的 等 值 面 或 等 值 线 。 如 温度 场 中 的 等 温 面 或 高 度 场 中 的 等 


高 线 等 。 
tu = u(M) 是 某 一 数量 场 (函数 ) ， 为 了 考察 该 数量 场 中 各 个 点 处 的 某 一 


邻 域内 沿 每 一 方向 的 变化 情况 ， 我 们 引进 数量 场 的 方向 导数 的 概念 。 


定义 9.1.1 设 Mo 为 数量 场 也 =<u(M) 中 的 一 7 
点 , 射线 1 是 从 点 Mo 出 发 的 场 中 的 一 条 射线 (或 i 
一 个 方向 ), 动 点 MM 是 1 上 点 Mo 的 一 邻近 点 , 记 SO 
MoM =p 《如 图 9.1.2)， 若 极限 % 
lim Â > lm #OM) uM) 
op MoMo MoM 


存在 ， 则 称 此 极限 为 数量 场 (MM) 在 点 Mo 处 沿 ! 方 向 的 方向 导数 ， 记 作 强 | ，， 
即 


图 9.1.2 


u) ,uu(M) - u(Mo) 
JI „E, ar] (9.1.1) 


由 定义 9.1.1 可 知 ， 方 向 导数 是 数量 场 x(M) 在 点 Mo 处 沿 方 向 1 对 距离 
MoM 的 变化 率 。 在 直角 坐标 系 中 ， 我 们 有 

定理 9.1.1“ 若 数量 场 u=u(x*，y,z) E Milxo, Yos z) ATM, cosa, 
co, cosy 为 1 方向 的 方向 余弦 ， 则 数量 场 u( M) 在 点 Mo 处 沿 方向 1 的 方向 导 
数 必 存 在 ， 且 有 

T = SEcosa + toog + 总 cosy (9.1.2) 

方向 导数 解决 了 数量 场 v( M) 在 给 定点 Mo 处 沿 某 个 方向 1 的 变化 率 问 题 ， 
但 由 于 从 场 中 一 给 定点 出 发 有 无 穷 多 个 方向 ， 这 样 场 中 一 给 定点 处 就 有 无 穷 多 个 
方向 导数 。 于 是 ， 自 然 我 们 就 会 考虑 场 在 给 定点 处 沿 那个 方向 的 方向 导数 最 大 的 
问题 ， 这 就 是 数量 场 的 梯度 问题 。 

定义 9.1.2 EERE uM) 中 的 一 点 M 处 ， 存 在 这 样 一 个 向 量 (方向 ) 
G， 其 方向 为 数量 场 w( M) 在 点 M 处 变化 率 最 大 的 方向 ， 其 模 也 正好 等 于 这 个 
最 大 变化 率 的 数值 ， 则 称 向 量 G 为 数量 场 x(M) 在 点 M 处 的 榜 度 ， 记 作 gradu, 
利用 公式 〈9.1.2) ， 我 们 可 以 知道 


gradu = Sti + $+ ek (9.1.3) 
由 梯度 的 意义 可 知 ， 方 向 导数 等 于 梯度 在 该 方向 的 投影 ， 即 
Ži = gradu (9.1.4) 


59.1.1 设 有 一 温度 场 u( 有 以) ， 由 热传导 理论 中 的 健 里 叶 定 律 :“ 在 场 中 任 
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一 点 处 ， 沿 任 一 方向 的 热流 强度 〈 即 在 该 点 处 于 单位 时 间 内 流 过 与 该 方向 垂直 
的 单位 面积 的 热量 ) 与 该 方向 上 的 温度 变化 率 成 正比 "， 可 知 在 该 场 中 任 一 点 


处 ， 沿 某 方向 1 的 热流 强度 为 -大 中。 其 中 比例 系数 上 > 0， 称 为 内 热传导 系数 ; 
其 前 面 的 负 号 是 因为 热流 的 方向 总 是 与 温度 增 大 的 方向 相反 。 
由 公式 (9.1.4) N, -kik = -kgrad,u, 362; q= -khgradu， 则 有 


-kt 
"ku" lglcos(g, D) 


由 此 可 见 ， 当 1 的 方向 与 4 的 方向 一 致 时 ， 热 演 强度 -如 取得 最 大 值 19|。 这 


说 明 在 场 中 任 一 点 处 ， 向 量 q 的 方向 即 为 热流 强度 最 大 的 方向 ， 其 模 也 正好 等 于 
最 大 热流 强度 的 数值 ， 因 此 称 向 量 q 为 热流 向 量 。 


9.1.2 向 量 场 的 通 量 与 散 度 


在 流体 力学 中 ， 通 常 把 流体 密度 不 变 的 流体 称 为 是 不 可 压缩 的 的 流体 。 设 有 
流速 场 v( M) ， 其 流体 是 不 可 压缩 的 ， 为 了 简便 ， 不 妨 设 其 密度 为 1。 设 5 为 场 
中 一 有 向 曲面 ， 我 们 可 以 求 在 单位 时 间 内 流体 向 正 侧 穿 过 $ 的 流量 。 类 似 的 物理 
问题 就 是 通 量 的 概念 。 

定义 9.1.3 设 有 向 量 场 4(M) ， 沿 其 中 某 有 向 曲面 S 某 一 侧 的 曲面 积分 


e= [A -ds (9.1.5) 


称 为 向 量 场 4(M) 向 积分 所 沿 一 侧 穿 过 曲面 S 的 流量 (或 通 量 ) 。 
在 直角 坐标 系 中 ， 设 矢量 4 =P(z, y, z)i+Q(zx, y, z) +R(x, y, z)k, 又 
ds = n°ds = dscos(n, x)i + dscos(n, y)j + dscos(n, z)k 
= dydzi + dzdxj + dxdyk , 
则 流量 ( 通 量 ) 的 计算 公式 为 : 
* = fA- ds = ||Pdydz + Qazax + Rdzdy (9.1.6) 


注意 ， 一 般 来 说 ， 总 流量 D 的 意义 是 其 在 单位 时 间 内 流体 向 正 侧 穿 过 曲面 8 
的 正 流量 与 负 流量 的 代数 和 。 当 流量 罗 >0 时 ， 就 表示 向 正 侧 穿 过 曲面 S 的 流量 
多 于 沿 相反 方向 穿 过 S 的 流量 ， 其 他 情形 可 类 似 分 析 。 如 果 5 为 一 封闭 曲面 ， 我 
们 一 般 都 以 S 的 外 侧 为 正 侧 。 此 时 流量 @ 就 表示 从 内 流出 S 的 正 流量 与 从 外 流 
A S 的 负 流 量 的 代数 和 。 所 以 当 瑟 >0 时 ， 表 示 流出 多 于 流 人 ， 必 然 表 示 在 5 内 
有 产生 流体 的 源 。 当 然 ， 也 许 还 有 排泄 流体 的 漏洞 。 一 般 地 ， 当 B >0 时 ， 我 们 
总 说 5 内 有 正 源 ; 而 当 @<0 时 ,我 们 总 说 5 KAMNE (RL); 并 合 称 这 两 种 
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情况 为 内 有 源 。 

定义 9.1.4 设 有 向 量 场 4(MN) ， 我 们 在 场 中 一 点 M 的 某 个 邻 域内 作 一 包含 
M 点 在 内 的 任 一 封闭 曲面 AS， 设 其 包围 的 空间 区 域 为 A2， 并 以 AV 表示 其 体 
积 ， 以 Ag 表示 从 其 内 穿 出 S 的 流量 。 若 当 AD 以 任意 方式 缩 向 W 点 时 ， 极 限 
lim ÂÈ = Jim fas 

avo AV aro AV 

存在 ， 则 称 此 极限 为 向 量 场 4(M) 在 点 用 处 的 散 度 ， 记 作 div4 。 

由 定义 9.1.4 可 知 ， 散 度 表示 场 4(MNH) 中 一 点 处 流量 对 体积 的 变化 率 ， 称 
为 该 点 处 源 的 强度 。 因 此 ，| div4 | 就 表示 场 在 该 点 处 吸收 流量 或 散发 流量 的 强 
BE; 而 当 div4 =0 i}, BERAAM) 为 一 个 无 源 场 。 由 高 等 数学 的 知识 我 们 
很 容易 证 明 

定理 9.1.2 在 直角 坐标 系 中 ， 向 量 场 4 =P (x, y, z) i+Q (x, y, z) 了 + 
R (x, y, z) 大 在 场 中 任 一 点 M(x, y, z) 处 的 散 度 为 


diva -22,2 oR (9.1.7) 
ay öz 
对 于 平面 向 量 场 4 = P(x, y)i + OC, jK, È (9.1.6) 与 式 (9.1.7) 
分 别 为 
B= [A a = [PG, y)dy - Q(z, y) dz (9.1.8) 
I a= oe (9.1.9) 


XE, ds 是 曲线 C HMTK. HFR T 
的 闭路 C 来 说 ， 向 量 dn 指向 闭路 C 的 外 法 线 方向 (如 
图 9.1.3)。 
假定 闭 曲 线 C 在 区 域 D 内 ， 且 在 D 内 的 流体 既 无 源 dn 
又 无 汇 ( 负 源 )， 即 在 D 内 的 任何 部 分 都 无 流体 流出 或 图 9.1.3 
吸入 ， 这 时 通过 曲线 C 的 流量 为 0， 即 


$= [4 “ds= [P(x, y)dy - Q(x, y)dx =0 
对 于 在 忆 内 的 任 一 简单 闭 曲 线 C 成 立 。 
假定 刀 是 单 连通 区 域 ， 且 假定 P(x, y) 及 Q(x, y) 在 D 内 有 连续 的 偏 导 
数 。 由 高 等 数学 所 学 知识 知 


Cy) 


KAY u 2 
即 
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aP__30 0 
(9.1.10) 


从 而 可 知 - Q(x, y)dx +P(x, y)dy 是 某 一 个 二 元 函数 w(*，7) 的 全 微分 ， 即 
db(x,y) = - Qdy + Pdxo 
由 此 得 


因为 沿 等 值 线 v(x,y) =c, 上 每 一 点 处 的 向 量 4 都 与 等 值 线 相 切 ， 因 而 在 流 
速 场 中 等 值 线 (z, y) = ci 就 是 流 线 ， 所 以 v(x*，y) 称 为 向 量 场 4 的 流 函 数 。 
9.1.3 ”向 量 场 的 环 量 与 旋 度 

定义 9.1.5 设 有 向 量 场 4(M) ， 沿 场 中 某 一 封闭 的 有 向 曲线 1 的 曲线 积分 

r= $4:d (9.1.11) 
称 为 此 向 量 场 按 积分 所 取 方 向 沿 曲 线 1 的 环 量 。 

例如 ， 若 向 量 场 为 一 力 场 玉 (M) ，!? 为 场 中 一 条 封闭 的 有 向 曲线 ， 则 环 量 厂 
就 是 一 个 质点 M EN F KERAF, Wi 正 向 运转 一 周 时 所 做 的 功 。 

在 直角 坐标 系 中 ， 设 

A=P(x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k 
dl = dicos(z, x)i +dlcos(t, y)j + dlcos(t, z)k = dxi + dyj + dzk 
其 中 ，cos(t, z), cos(z, y), cos(£, z) 为 1 的 切线 向 量 t 的 方向 余弦 。 则 环 量 的 
计算 公式 为 


T = $A - dl = Pax + Qdy + Rdz (9.1.12) 
当 向 量 场 为 平面 向 量 场 和 4=P(x, y)i+Q(x, y) j 时 , R (9.1.12) 为 
r= $A - dl = $Paz + Qdy (9.1.13) 


定义 9.1.6 设 必 为 向 量 场 4(M) 中 的 一 点 , 在 人 点 处 取 定 一 个 方向 为 n， 
再 过 M 点 任 做 一 小 有 向 曲面 AS。 以 严 为 其 在 M 点 处 的 法 向 量 ，AS 与 严 成 右手 
R (如 图 9.1.4)。 当 曲面 AS 在 保持 点 M 在 其 上 并 沿 自 身 


缩 向 条 点 时 ， 若 A 的 极限 存在 ， 出 称 其 为 向 量 场 A(M) 在 


人 点 处 沿 方 向 n 的 环 量 面 密度 ， 记 作 p， 即 “ G 
$A -dl 


= lim AT - 1 ' Al 
ia = Jim E = lim Aas (9.1.14) 


例如 ， 在 磁场 及 中 的 一 点 以 处 , 沿 方向 n 的 环 量 面 密 E 914 
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度 为 


AS Asu AS 
就 是 在 点 M 处 沿 方向 严 的 电流 密度 。 

又 如 ， 在 流速 场 p 中 的 一 点 M 处 ， 沿 方向 严 的 环 量 面 密度 为 

-dl 
A P 9 0, 

为 在 点 M 处 与 严 成 右手 系 的 环流 对 面积 的 变化 率 ， 称 为 环流 密度 (或 环流 强 
度 ) 。 

在 直角 坐标 系 中 , 设 和 A4=P(x, y, z)i+Q(z, y, z)j +*R(x, y, z)k, HJ 
托 克 斯 公式 可 以 证 明 

mm= Jim ĜE = GE -Roosa + (3E - 2E) cosg + (99 - 


ƏPycosy 
ðy 
cosa cos cosy 
| 
Ox oy Oz 
P q R 
定义 9.1.7 若 在 向 量 场 4(MH) 中 的 一 点 M 处 存在 这 样 的 一 个 向 量 Z， 使 
向 量 场 4(M) 在 点 M 处 沿 其 方向 的 环 量 面 密度 为 最 大 ， 且 最 大 数值 为 | 71 , 
则 称 向 量 7 为 向 量 场 4(M) 在 点 M 处 的 旋 度 ， 记 作 rot Aç 


由 高 等 数学 的 知识 知 


rot 4 = (9.1.15) 


< Rl ~ 
© als <. 
> gjo x 


9.2 解析 函数 在 平面 向 量 场 中 的 应 用 


下 面 我 们 考虑 应 用 解析 函数 来 分 析 不 可 压缩 平面 稳定 流动 问题 。 所 谓 不 可 压 
缩 是 指 密度 不 因 压 力 而 改变 的 流体 。 一 般 来 说 ， 流 体 可 以 看 作 是 不 可 压缩 的 。 所 
谓 流体 的 平面 流动 就 是 指 在 这 种 流动 中 ， 垂 直 于 某 一 平面 的 每 一 垂 线 上 所 有 各 质 
点 的 速度 相同 ， 且 与 已 知 平面 平行 。 要 研究 这 种 流动 ， 只 要 研究 流体 在 这 个 平面 
上 的 速度 就 可 以 了 。 所 谓 流 体 的 稳定 流动 问题 ， 就 是 指 在 这 种 流动 中 ， 各 质点 的 
速度 只 与 各 质点 的 位 置 有 关 ， 不 随时 间 改 变 。 
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9.21 复 势 的 概念 


对 于 平面 向 量 场 ， 由 式 (9.1.13), P = $A- df = $dx + Qdy 。 如 果 沿 1 的 


RET =+0, BT, >0, WEWN A, 的 一 部 分 积分 ， 其 数值 大 于 另 一 部 分 ， 即 
流体 好 像 沿 着 1“ 旋 转 ”。 
若 在 单 连通 域 D 内 任 一 简单 曲线 C 的 环 量 为 零 ， 即 Tc =0， 这 个 流体 的 流 
动 是 无 旋 的 ， 即 rotw4 =0 ,因而 
əP .20 (9.2.1) 
ax oy 
说 明 Pdx + Qdy 是 某 一 个 二 元 函数 u(x,y) 的 全 微分 , 即 
du(x,y) = Pàr + Qdy 
由 此 得 


ðu ðu 
aP. ay -0 
所 以 
Bradu =A。 

ula, y) 称 为 向 量 场 4 的 势 函数 (REAR), BER ul, y) =cs 称 为 等 势 线 
(或 等 位 线 ) 。 

根据 以 上 讨论 可 知 : 如 果 在 单 连 域 D 内 ,向 量 场 4 是 无 源 场 ， 则 式 
(9.1.10) AR (9.2.1) 同时 成 立 ， 将 它们 比较 一 下 ， 即 得 

USPC, y) = 总， 名 =Q(x,y) = 名 
这 就 是 C - R 条 件 。 所 以 ， 在 无 源 无 旋 场 中 ， 流 函数 v(x，y) ABRA, y) 
的 调和 共 二 函 数 ， 因 此 可 作 一 解析 函数 : 
w=f(z) =u(x, y) +i(x, y) 

称 此 解析 函数 w = f(z) 为 向 量 场 4 的 复 势 函数 ， 简 称 复 势 。 

车 已 知 复 势 函数 作 z) =u(x, y) +iv(x, y) , -那么 它 所 对 应 的 向 量 场 

A=P(x, y) +iQ(x, y) 

就 很 容易 求 出 来 ， 因 为 


P(x, y) - (m). Q(x, y) = 名 (或 -器 ) 


由 于 
f(z) =i PCa, y) -iQ(z, y) 
所 以 


ns 
A=P(x, y) +iQ(x, y) =f "(z) 


于 是 |4(*，y) | = |f '(z) l, WARA, y) 的 辐 角 与 向 量 /'(z) 的 辐 角 只 差 一 
符号 ， 因 为 gj ' (z) = -agf '(2)o Ri u $5 v ASER 


u(x, y) =e, v(x, y) =o 
Vz 


易 知 这 两 曲线 的 斜率 分 别 为 二 = 与 二 ， 且 u, vE C-R E, WA 
* y 


_ u, 一 gx _ u, 
(je 

Hula, y) =c1 与 v(x, y) =cs 彼 此 正 交 。 

对 稳定 平面 流 场 情 形 ， 由 于 向 量 w 与 流 线 的 切线 方向 一 致 ， 流 线 恰好 是 流 
体质 点 运动 的 路 线 。 

这 样 ， 设 在 单 连通 区 域 D 内 给 定 一 稳定 平面 场 ;对 于 D 内 任 一 条 简单 闭 曲 
线 C， 通 过 C 的 流量 及 沿 C 的 环 量 都 是 零 ， 那 么 这 一 平面 场 对 应 一 个 在 D 内 的 
解析 函数 ， 即 场 的 复 势 。 反 之 ， 给 定 一 个 在 单 连 通 区 域 D 内 的 解析 函数 ， 就 决 
定 了 一 个 满足 上 述 条 件 的 稳定 平面 场 ， 以 已 给 函数 作为 复 势 。 

如 果 也 是 多 连通 区 域 ， 并 且 在 D 内 任 一 个 单 连 通 区 域内 ,平面 场 满足 上 述 
条 件 ， 那么 在 每 一 个 这 样 的 单 连通 区 域内 可 以 从 w — v 出 发 确定 复 势 。 在 整个 区 
域 D 内 ， 对 流 场 情形 ， 流 函数 及 势 函 数 既 可 能 是 单 值 的 ， 也 可 能 是 多 值 的 ， 而 
对 静电 场 情形 ， 力 函数 可 能 是 多 值 的 ， 而 势 函 数 一 定 是 单 值 的 。 这 是 因为 保持 静 
电场 ， 不 消耗 能 ， 所 以 单位 正 电 蓓 沿 着 场 内 任 一 条 简单 闭 曲 线 移动 时 ， 电 场 力 所 
作 的 功 是 零 。 因 此 在 D 是 多 连通 区 域 时 ， 无 论 对 流 场 或 静电 场 情形 ， 复 势 既 可 
能 是 单 值 函 数 ， 即 ( 单 值 ) 解析 函数 ; 也 可 能 是 多 值 函 数 ， 即 多 值 解析 函数 。 
如 果 复 势 是 多 值 解析 函数 ， 那 么 在 整个 区 域 D 内 ,平面 场 或 者 不 再 是 同时 无 源 、 
无 汇 及 无 旋 的 ， 或 者 不 再 是 无 电荷 的 。 

反之 , 设 在 多 连通 区 域 D 内 给 定 一 多 值 解析 函数 ， 并 设 其 各 解析 分 支 在 D 
内 一 点 有 相同 的 导数 ， 就 确定 一 个 平面 场 ， 以 已 知 函 数 作为 复 势 。 


9.2.2 在 流体 力学 中 的 复 势 


设 在 无 源 又 无 汇 的 流体 域内 ， 有 不 可 压缩 的 流体 作 稳 恒 的 平面 平行 的 运动 ， 
我 们 来 讨论 它 的 速度 场 v(x, y) =v.(x, 7)i+v,(x, 7)7。 在 这 种 情形 下 ， 速 度 
向 量 " (x, y) 通过 某 曲线 C 的 流量 Ne = [ma 的 绝对 值 以 适当 的 单位 来 计算 就 


等 于 流体 在 单位 时 间 内 流 过 曲线 C 的 量 。 若 在 闭 曲 线 C 所 图 的 区 域 D 内 ,没有 
源 也 没有 汇 ， 那 么 ， 由 于 该 流体 的 不 可 压缩 性 ， 在 C 内 部 的 量 是 不 变 的 。 从 而 
可 知 ， 流 体 流入 域 D 的 量 等 于 流出 的 量 ， 即 速度 向 量 通过 闭路 C 的 流量 为 零 。 
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如 果 速 度 场 " 又 是 无 旋 场 ,那么 在 此 区 域内 可 以 构成 一 个 解析 函数 w = 
f(z) =e(x, y) +ió(z, y), MAS, HERR plr, y) =c 就 是 流体 的 流 线 ， 因 
为 切 于 它 的 向 量 " 是 流体 流动 的 速度 向 量 。 

例 9.2.1 试 求 一 平面 流速 场 的 复 势 为 凡 z) =az(a>0) 的 速度 、 流 函数 和 势 
函数 。 

E AN) =a 在 全 平面 内 解析 ， 所 以 可 作 7 
DUARA WAW BAL, tBSF4OtBS SK | 


的 平面 流速 场 的 复 势 。 — — 1! —— 
因为 1'(z) =a， 所 以 场 中 任 一 点 的 速度 TE ED EE SEN. 
v=f'(z) =a >0, 方向 指向 x 轴 正 向 。 | 


WRK Gla, y) =ay， 所 以 流 线 是 直线 y= 一 上 二 二 上 -一 
a; 势 函 数 p(x, y) =ax， 所 以 等 势 线 是 直线 z= TTT 
cz。 该 场 的 流动 图 像 如 图 9. 2. 1， 它 刻画 了 流体 
以 等 速度 从 左 向 右 流动 的 稍 况 。 — m 920 

例 9.2.2 试 研究 以 w=f(z) =Z 为 复 势 的 平面 定常 流速 场 。 

解 在 任 一 点 zz#0 的 速度 为 /"(z) =22 流 函 
WE plx, y) =2xy， 所 以 流 线 为 2xy =c; 势 函数 
Eola, y) = - 信 ， 所 以 等 势 线 为 2 -y=c2。 

两 坐标 属于 流 线 ， 它 们 的 交点 〈 即 原点 ) 速 
度 为 零 (图 9.2.2) 。 

若 不 考虑 全 平面 ， 只 考虑 一 个 象限 〈 比 如 第 
一 象限 ) 可 得 结论 :这 个 函数 表示 包含 在 第 一 象 
限 内 的 流体 运动 的 复 势 。 这 时 象限 的 边 表示 流体 . 
在 其 中 运动 的 器 下 的 壁 。 

例 9.2.3 试 研究 以 w =f(z) =i Lnz 为 复 势 的 平面 定常 速度 场 。 

解 z=0 为 w=i Lnz 的 唯一 奇 点 。 在 任 一 点 z(z 天 0) WREN v =f G) = 


-EFG = -žl = 人 ,= -Am 二 = - T + Argo 流 函数 由 wy) = 


lnizi ,所 以 流 线 为 lzl = cç 

AEA p(x, y) = - Argz， 所 以 等 势 线 为 
Argz =cl (图 9. 2. 3) ， 坐 标 原点 z=0 是 涡 点 ， 要 想 
算出 速度 向 量 4 沿 着 围绕 涡 点 的 闭路 C 的 环 量 ， 最 
好 是 取 中 心 在 原点 、 任 意 半径 r 的 圆周 作为 C， 则 
速度 向 量 切 于 此 图 ， 且 


9.2.2 
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€ 复 变 函数 与 积分 变换 


,= - 141 = -二 (因为 运动 是 道 时 针 方 向 )， 
r= [Aa =- [Ta =-2n 


9.2.3 热流 场 的 复 势 


在 热传导 理论 中 ,已 经 证 明 : 介质 传导 的 热量 与 温度 梯度 成 正比 ， 即 
Q = -kgradp(x, y, z) 
或 平面 情形 
Q = -kgradp(x, y) 
其 中 ，Q 是 热流 向 量 ， 其 方向 与 等 温 面 ( 线 ) EX, 与 等 温 面 ( 线 ) 的 法 线 方 
向 同 向 ; 上 为 介质 的 热传导 系数 ; 取 “ - ”号 是 因为 热 温 流向 低温 时 ， 与 温度 
梯度 grado 的 方向 相反 。 
平面 定常 热流 场 在 其 单 连通 域 D 内 通常 是 无 源 无 旋 的 ， 即 
divQ =0, rt,Q =0 
因此 有 
ox ðy T 
类 似 于 复 势 的 讨论 ， 同 样 可 构造 一 解析 函数 
w=f(2) =p(%, y) +ip(*, y) 


aQ, _ aQ. aQ, adQ: _ 
ty r ay, 0 


其 中 


w=f(z) 称 为 热流 场 的 复 势 。p(x，、y) 称 为 温度 函数 (或 势 函 数 ) plx, y) = 
cl (常数 ) KIPER. plr, y) KARAER, $lx, y) =c, (常数 ) É Q 
的 向 量 线 〈 即 热量 流动 所 沿 曲线 ) 。 热 流向 量 
二 有 = i0 = - -ikt de 09 LF 
Q= -kgradp =Q, +iQ, = -E n. (+ 20) -kF 


上 式 说 明 热 流 场 可 用 复 变 函数 0(z) = kf RR 

由 上 可 见 在 流体 的 流速 场 与 热流 场 之 间 ， 有 着 完全 的 类 似 性 。 其 区 别 仅 在 
+: 在 流速 场 的 情形 ， 复 势 的 两 个 部 分 可 能 是 多 值 函 数 ， 而 在 热流 场 的 情形 ， 复 
势 的 实 部 即 温度 总 是 单 值 〈 不 考虑 公式 中 无 关 紧要 的 差异 ) o 


9.2.4 静电 场 的 复 势 


在 空间 静电 场 中 ， 由 于 许多 电场 具有 对 称 性 质 ， 或 关于 轴 对 称 ， 或 关于 平面 
对 称 ， 故 只 要 掌握 静电 场 中 某 一 平面 上 的 性 质 ， 即 可 得 到 整个 电场 的 情况 。 所 以 
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这 种 电场 又 叫 平面 电场 或 二 维 电场 。 


平面 静电 场 即 强度 向 量 场 E=E,(x,y)i+E,(x,y)j 是 梯度 场 : 
E= -gradó(x, y) 
其 中 由 是 静电 场 的 势 函 数 ， 也 可 称 为 场 的 电势 或 电位 。 我 们 知道 ， 只 要 场 内 没 
有 带电 物体 ， 即 没有 电荷 (电荷 相当 于 流体 力学 中 源 和 汇 的 作用 ) ， 静 电场 既是 
无 源 场 ， 也 是 无 旋 场 。 故 我 们 可 构造 复 势 
w=f(z) =@(x, y) +iġ(x, y) 
其 中 
do = -[E,(x,y)dx +E,(z,y)dy], dp = ~-E,(x, y)dx +E,(x, y)dy 

函数 p(*,y) 称 为 力 函 数 ,而 w= f(z) = p(x, y) + i0(z,y) 称 为 静电 场 的 复 势 ,是 
一 个 解析 函数 ,因此 场 E 可 用 复 势 表示 为 


E= El) =- 2% -i2 =- (e -) =- iF) 


而 
fa) =% ib F, iE, =-i[E, + iE,] 


因此 可 见 静电 场 的 复 势 和 流速 场 的 复 势 相 差 一 个 因子 - i, 这 是 电工 学 的 习惯 用 
法 。 并 有 


1B|= 1'(2)|; ArgE(z) = [2 +argf '(z)] 


势 函数 (zy) 的 等 值 线 叫做 等 位 线 ， 力 函数 (x, y) 的 等 值 线 叫做 力 线 。 
强度 向 量 EE 沿 闭路 C 的 环 量 


IT.= [Eds 


等 于 单位 电荷 沿 闭路 移动 时 所 作 的 功 ， 并 且 永远 等 于 0。 ` 

强度 向 量 通过 闭路 C 的 流量 

N.= [Eds 

根据 高 斯 定理 ， 等 于 分 布 在 C 内 部 的 电荷 的 代数 和 乘 以 2m。 

例 9.2.4 R w =/f(z) =Z 所 表示 的 电场 。 

解 ”电力 线 方程 为 p(*，y) == -y= 常数 ， 是 双 曲 线 族 (如 图 9.2.2)。 
等 势 线 的 方程 为 B(x，y) =2xy， 它 也 是 双 曲 线 族 。 

这 是 由 两 个 相互 正 交 的 带电 平面 所 产生 的 筷 声 ， 这 两 个 带电 平面 都 和 z 平面 
EE, 与 :平面 的 交 线 是 x 轴 和 yy 轴 。 

例 9.2.5 HAAHR S) =i Lnz 所 对 应 的 静电 场 的 性 质 。 

解 olx, y) =Argz, $lx, y) =In|z|, 


e 复 变 函数 与 积分 变换 


等 势 线 是 圆周 |z| = cl ， 力 线 是 射线 Argz = cz 


[El=|f "(2)1=| 


1 
Hr 
AE = - (至 +Arg 方 ) = Argz-m 
这 就 是 说 ， 强 度 向 量 的 方向 沿 着 射线 Argz = C 〈 沿 着 力 线 ) 指向 原点 。 唯 一 的 奇 
点 是 z=0， 在 这 个 点 处 有 电荷 。 要 求 出 这 个 电荷 的 值 ， 只 需 算出 向 量 E 通过 绕 


点 z=0 一 周 的 闭 曲 线 C 的 流量 就 可 得 到 。 选 取 圆 周 1z1 = r 作为 这 个 闭路 ， 就 可 
得 到 


E,=- El =- 方 = -+ 


由 此 得 
N, =- [Tas =-2r 


根据 高 斯 定理 ， 可 知 电荷 的 什 等 于 -3 = -1。 由 此 可 知 ， 在 点 z=0 处 对 应 电荷 
为 +1 的 复 势 函数 是 
f(z) = -ilaz 或 Ka) =i La È 
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一 、 导 学 

复 变 函数 的 理论 和 方法 ， 对 于 物理 和 许多 其 他 科学 、 技 术 领 域 的 研究 都 起 着 
重要 的 作用 ， 并 且 是 解决 有 关 问 题 的 有 效 工 具 。 本 章 简要 介绍 了 场 的 概念 与 解析 
函数 在 平面 场 中 的 一 些 应 用 ， 希 望 读者 能 从 其 中 学 到 相关 的 方法 。 

二 、 内 容 提要 

1. 场 是 描述 物理 量 的 一 个 重要 方法 。 场 有 数量 场 与 向 量 场 之 分 。 描 述 数量 
场 的 主要 数学 工具 是 方向 导数 与 梯度 ， 描 述 向 量 场 的 主要 数学 工具 是 流量 ( 通 
量 ) 、 散 度 、 环 量 、 环 量 面 密度 与 旋 度 等 。 

2. 由 于 可 用 复数 表示 平面 向 量 ， 因 而 能 用 复 变 函数 表示 平面 向 量 场 。 

3. 对 于 某 单 连通 域内 给 定 的 平面 无 源 无 旋 场 ， 可 以 作出 一 个 解析 函数 w = 
JG) 统一 研究 该 场 的 分 布 和 变化 情况 ， 这 个 解析 函数 称 为 该 场 的 复 势 。 在 平面 
流速 场 中 ， 复 势 的 实 部 就 是 势 函数 ， 虚 部 就 是 流 函 数 ， 并 且 流 速 v =f'(z); 在 
平面 静电 场 中 ， 复 势 的 实 部 就 是 力 函 数 ， 眠 部 就 是 势 函 数 ， 并 且 电 场 强 度 E = 
-iA('z)。 由 此 可 以 画 出 等 势 线 〈 或 电力 线 ) SWA (或 电位 线 ) 的 图 形 ， 得 
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到 该 场 的 流动 图 像 。 
三 、 思 考题 
. 什么 是 场 ? 各 举 出 一 个 数量 场 与 向 量 场 的 例子 。 
.怎样 从 流体 流动 的 客观 现象 抽象 出 解析 函数 的 概念 ? 
3. 平面 运动 、 稳 定 流动 、 亦 可 压缩 的 流体 的 意义 是 怎样 的 ? 
4. 流 函 数 和 复 速度 是 不 是 流体 流动 区 域内 的 解析 函数 ? 
5. 复 势 和 复 速度 是 不 是 流体 流动 区 域内 的 解析 函数 ? 


习 题 九 


1. 设 有 位 于 坐标 原点 的 点 电荷 9， 其 在 周围 空间 的 任 一 点 M(z, y, z) 处 产生 的 电位 为 


EA 
k 


其 中 e 为 介 电 常数 ，r = 天 + 好 + 破 ，r= |r|。 试 求 电位 的 梯度 并 说 明 其 物理 意义 。 
2. 根据 下 列 已 知 的 复 势 ， 确 定 流速 场 的 速度 ， 并 求 出 流 函数 、 势 函数 、 流 线 与 等 势 线 ; 


(1) w=(z+i)?; (2) w= 


N 一 


Dy 

Z +1' 
G) uszk; (4) w=(1+i)Lnz, 
3. 某 流动 的 复 势 为 5 = f(z) =— — BAR N FANES 
O lijs ®eld; (3) [sl=3。 


4. 已 知 山形 域 0< argz < 工 ，|z| >1 的 射线 边界 2 上 电位 为 0， 圆 周 段 上 的 电位 为 1( 连 


接 处 绝缘 ) 。 求 此 静电 场 的 复 势 。 

5. 平面 静电 场 的 等 势 线 为 圆 刀 +y = 2ax (a 为 实数 ) ， 求 在 点 (2a, 0) 与 点 (a, a) 
的 电场 强度 的 大 小 之 比 ， 

6. 有 一 条 很 深 的 河流 ， 河 底 有 一 高 度 为 的 河 提 ， 在 远离 河 坦 的 流 源 处 的 流速 y。>0 是 
已 知 的 ， 问 此 河流 中 ,流速 的 分 布 情况 如 何 ? 
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10.1 MATLAB 基础 实验 


实验 一 MATLAB 的 基本 操作 


一 、 实 验 目 的 

掌握 MATLAB 软件 的 基本 操作 方法 ， 包 括 启 动 与 退出 、 菜 单 操作 、 命 令 窗 
口 的 使 用 、 常 用 快捷 键 的 使 用 等 。 

二 、 相 关 知 识 

1. MATLAB 的 功能 简介 

MATLAB 是 Math Works 公司 推出 的 一 套用 于 数值 计算 的 可 视 化 软件 ， 它 集 
数值 分 析 、 和 矩阵 运算 、 信 号 处 理 和 图 形 显示 于 一 体 ， 构 成 一 个 使 用 方便 、 界 面 友 
好 的 用 户 环境 。 在 这 个 环境 下 ， 用 户 只 需 简单 地 列 出 数学 表达 式 ， 结 果 便 可 以 数 
值 或 图 形 的 方式 显示 在 计算 机 屏幕 上 。 

MATLAB 的 含义 是 矩阵 实验 室 ， 最 初 主要 用 于 矩阵 的 存 取 ， 其 基本 元 素 是 无 
需 定义 维 数 的 矩阵 。MATLAB 软件 经 过 不 断 完善 和 扩充 ， 形 成 了 不 同 版 本 ， 如 今 
已 成 为 线性 代数 课程 的 标准 工具 ， 也 成 为 许多 其 他 领域 的 使 用 工具 。 

2. MATLAB 的 启动 与 退出 

(1) MATLAB 的 启动 有 两 种 方法 : 

1) 在 桌面 选择 “开始 ”/“ 程 序 ”/“MATLAB” 目 录 /“MATLAB” 程 序 。 

2) 直接 双击 桌面 上 MATLAB 图 标 。 

(2) MATLAB 的 退出 也 有 两 种 方法 : 

1) 在 MATLAB 的 菜单 栏 选择 “File”/“Exit MATLAB” , 

2) 在 命令 窗口 输入 Quit (或 Exit 命令 ) 。 

3. MATLAB 中 的 窗口 

在 Windows 环境 下 ， 运 行 MATLAB 之 后 ， 将 出 现 以 下 几 种 窗口 : 
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(1) 命令 窗口 (Command Windows) 


命令 窗口 也 称 工作 间 窗 口 ， 用 户 通 过 此 窗口 使 用 MATLAB 的 命令 ， 以 实现 
各 种 操作 。 其 中 ，“ >> ”为 命令 提示 符 ， 当 在 提示 符 后 输入 一 个 MATLAB 的 命 
令 ， 并 按 [Enter] 键 后 ，MATLAB 将 执行 该 命令 。 

(2) 命令 历史 窗口 (Command History) 

命令 历史 窗口 记录 用 户 在 MATLAB 的 命令 窗口 中 使 用 过 的 所 有 命令 和 运行 
过 的 程序 。 

(3) 工作 间 管 理 窗口 (Workspace) 

工作 间 管 理 窗口 显示 目前 内 存 中 所 有 变量 的 变量 名 、 数 学 结构 、 字 节 数 以 及 
类 型 。 

(4) 当前 目录 窗口 〈Current Directory) 

显示 当前 用 户 工 作 所 在 的 目录 (路 径 ) 。 

以 上 窗口 都 可 以 通过 View( 或 Desktop) 菜单 下 相应 的 命令 选择 显示 或 隐藏 。 

4. 命令 窗口 的 使 用 


若干 通用 操作 指令 : 

quit (或 exit) 一 一 关闭 MATLAB; clear 一 一 清除 内 存 中 的 变量 ; 

cla 一 一 清除 坐标 ; cl 一 一 清除 图 形 ; 

clc 一 一 清除 命令 窗口 中 的 所 有 内 容 ; ”di 一 一 列 出 指定 目录 下 的 文件 和 子 


目录 ; 
disp 一 一 运行 时 显示 变量 和 文字 内 容 ; type 一 一 显示 指定 文件 的 内 容 ; 
path 一 一 显示 搜索 目录 。 


5. 快捷 键 的 使 用 

Page Up 一 一 向 上 翻 页 ; Page Down 一 一 向 下 翻 页 ; 
Ctrl + Home 一 一 光标 返回 页 首 ; Ctrl + End 一 一 光标 返回 页 尾 ; 
僵 一 一 光标 左 移 ; 一 一 一 光标 右 移 ; 

1 一 一 显示 上 次 输入 的 命令 ; 4 一 一 显示 下 次 输入 的 内 容 ; 
Ctrl + C 复制 ; Ctrl + V- 粘贴 ; 

Ctrl +Q 一 一 退出 MATLAB, 

6. 应 用 举例 


我 们 可 以 通过 下 面 的 例子 来 体验 MATLAB 语言 简洁 、 高 效 的 特点 及 用 法 。 
例 10.1.1 计算 x=4x5, y= 以 的 值 。 

输入 (在 “ >>” 号 之 后 输入 ): 

>>clear ”% 清除 内 存 中 保存 的 变量 
>>x=4"5，y=sqrt(2) %sqrt(2) 为 求 2 的 算术 平方 根 


多. 


运行 结果 (只 需 按 Enter 即 可 ) : 
20 
y= 
1.4142 

注 :% 号 之 后 的 内 容 为 注释 部 分 ， 计 算 机 并 不 执行 任何 操作 。 
例 10.1.2 RFE x +Sx3 +11x2 -20 =0 的 所 有 解 。 
输入 : 
>> clear 
>>p=[1,5,11,0, -20]; % 建立 多 项 式 系数 向 量 
>>x=roots(p); % 求 多 项 式 的 零点 
运行 结果 ; 
x= 

—2. 0347 +2. 2829; 

—2. 0347 — 2. 2829; 

-2. 0000 

1. 0693 
三 、 实 验 内 容 
(1) 启动 与 退出 MATLAB。 
(2) 分 别 选 择 显示 或 关闭 MATLAB 中 的 Command Windows 窗口 、Command 

History 窗口 Current Directory 窗口 和 Workspace 窗口 。 
(3) 在 Command Windows 窗口 输入 几 个 命令 ， 如 quit (或 exit) 、 clear, cd, 
path 等 。 

(4) 设 a=2, b=3, 计算 x=(b-a) +3; y =sinmxo 


10.2 复 变 函数 实验 9 


实验 一 ”和 留 数 的 概念 与 计算 


一 、 实 验 目的 
掌握 MATLAB 软件 在 留 数 计算 中 的 应 用 。 


O 本 部 分 参考 了 : 醉 定 字 ， 陈 阳泉 ， 高 等 应 用 数学 问题 的 Matlab 求解 [M]， 北 京 : 清华 大 学 出 版 
社 ，2004。 
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二 、 实 验 内 容 
车 z=a 为 A(z) 函数 的 单 极 点 ， 则 


Res[f(z) , z] = lim(z - a)/(z) (10.2.1) 
若 z =a HERS) 的 m 重 极点 ， N 


Res[f(z) , z] = lim z)(z-a)”] (10.2.2) 


lin Ta- ain 
求 取 这 样 的 留 数 很 简单 ， 假 设 已 知 极点 a MEY m， 则 用 下 面 的 MATLAB 语句 
自然 可 以 求 出 相应 的 留 数 。 


c=limit(F* (z-a), z, a) 单 极点 
c = limit( diff( F * (z —a)“m, z, mm 一 1)… 
/prod(1:m -1),z,a) m 重 极点 


例 10.2.1 RSO) = a y y (+3)e -2 的 留 数 。 


解 ” 对 原 函 数 的 分 析 可 见 ，z =0 是 三 重 极 点 ，z = 1 是 单 极点 点 ， 故 可 以 直 
接 使 用 下 面 的 MATLAB 语句 将 这 两 个 孤立 奇 点 处 的 留 数 分 别 求 出 。 
z=0; 
>> syms z 

f =sin(z +pi/3) * exp( -2* z)/(z3 * (z - 1) ) 

limit( diff(f * z3 ,z,2)/prod(1:2) ,z,0) 
ans = 

-1/4"3°(1/2) +1⁄2 

z=1; 
>> limit(f* (2-1),z,1) 
ans = 


1/2" exp( -2) "sin(1) +1/2* exp( -2) "cos(1) *3^(1/2) 
例 10.2.2 求 /(z) -TEN 


解 乍 看 该 函数 很 容易 认定 z=0 为 6 重 极点 ， 所 以 用 下 面 的 语句 很 容易 就 
求 出 该 点 处 的 留 数值 。 
z=0; 
>> syms z; 
f= (sin(z) -z)/Z6; 
limit( diff( f * 2°6 ,z,5)/prod(1: 5) ,z,0) 
ans = 


1/120 


€... 


其 实 ， 这 里 说 z=0 为 6 重 极点 有 些 保守 ， 不 严格 地 说 ， 从 k=1 开始 尝试 ， 能 够 
使 得 
Ln 
lim Gre fs) <% 


的 上 都 可 以 用 来 计算 ， 结 果 都 是 一 样 的 。 
测试 不 同 的 大 值 : 
k=2: 
>> syms z;f = (sin(z) —z)/Z6; 
limit( diff( f * z2,z,1)/prod(1:1) ,z,0) 
ans= 
Inf 
k=3: 
>> limit( diff(f * z3,z,2)/prod(1:2) ,z,0) 
ans = 
1/120 
k=20; 
>> limit(diff(f* 2°20,2,19)/prod(1: 19) ,z,0) 
ans = 
1/120 
可 见 , 若 选择 的 n 值 大 于 或 等 于 奇 点 的 实际 重 数 , 则 可 以 正确 得 到 该 函数 的 留 
数 。 在 一 般 应 用 时 可 选择 一 个 较 大 的 n 值 来 求 取 留 数 。 


例 10.2.3 RA) = 二 -的 留 数 。 


解 分 析 该 函数 ， 因 为 在 z=0 点 处 的 收敛 速度 和 = 是 一 样 的 ， 显 然 2=0 点 
为 Kz) 的 2 级 极点 ， 这 时 ， 相 应 的 留 数 可 以 用 下 面 语句 求 出 。 

z=0: 
>> syms z; 

f=1/(z" sin(z)); 

c0 =limit(f* z2,z,0) 
C0 = 

1 

进一步 分 析 给 定 函数 所 z) ， 可 以 发 现 该 函数 在 z = +km 处 均 不 解析 ， 其 中 
为 正 整数 ， 且 这 些 点 是 原 函 数 的 单 极点 ， 由 于 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 并 未 
给 出 整数 的 定义 ， 所 以 这 里 只 能 对 一 些 磊 值 进行 试探 ， 求 出 它们 的 留 数 ， 最 后 将 
结果 归纳 成 所 需 的 公式 。 
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WIR k IE: 
>> k=[-4 4 -3 3 -2 2 -1 1];c=[]; 
for kk =k; 
c =[c,limit(f* (z —kk * pi) ,z,kk * pi) ]; 
end;c 


归纳 为 ResLKa) ,= tkn] = *( — 1) TL. 


实验 二 ”有理 函 数 的 部 分 分 式 展开 


一 、 实 验 目的 
掌握 有 理 函 数 分 解 为 部 分 分 式 及 求 其 留 数 的 MATLAB 方法 。 
二 、 实 验 内 容 
考虑 有 理 函 数 
G(x) Ü BG) - biz" +b,z"" | + +b x tbng (10.2.3) 


A(x) x" taja”! taya"? +. ta, 12 +a 
其 中 ，ai 和 4bi 均 为 常数 。 有 理 函 数 的 互 质 概念 是 一 个 非常 重要 的 概念 。 所 谓 互 
质 ， 就 是 指 多 项 式 4(*) MBa) 没有 公 因 式 。 对 一 般 给 定 的 多 项 式 来 说 ， 用 手 
工 方式 判定 多 项 式 互 质 还 是 比较 困难 的 ， 但 可 以 利用 MATLAB 的 符号 运算 工具 
箱 中 的 ged( ) 函数 直接 求 出 两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 。 该 函数 的 调用 方法 为 
C=gcd(A, B) 
其 中 ,4 和 8 分别 表示 两 个 多 项 式 ， 则 该 函数 将 得 出 这 两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 
C， 若 得 出 的 C 为 多 项 式 ， 则 两 个 多 项 式 为 非 互 质 的 多 项 式 ， 这 时 两 个 多 项 式 可 
约 简 为 4/C 和 B/C。 
例 10.2.4 给 出 两 个 多 项 式 
A(x) =x* +7x3 +13x2 +19x +20 
B(x) =x" +16x5 +103x5 +346x4 +655x? +700x2 +393x +90 
试 判定 它们 是 否 互 质 。 f 
解 求解 这 样 的 问题 可 用 MATLAB 语言 提供 的 gcd( ) 函数 来 完成 。 
>> syms x; 
A =x4 +7*x3 +13 * x2 +19 * x +20; 
B=x7 +16 * x6 +103 " x5 +346 ° x4 +- 
655 * x3 +700 * x2 +393 *x +90; 
d=gcd(A,B) 
d= 
x+5 


€ 复 变 函数 与 积分 变换 


可 见 ， 两 个 多 项 式 具有 最 大 公 因 式 * +5， 故 两 个 多 项 式 不 是 互 质 的 ， 这 两 个 多 
项 式 可 用 进一步 简化 为 
stepl : >> simple( A/d) 
ans = 
x3 +2"x2+3"4+4 
step2: >> simple( B/d) 
ans = 
(x+3)*(x+3}2*(x+1)3 
若 多 项 式 4(*) =0 的 根 均 为 相 异 的 值 — pi, i= 1，2，…，n， 则 可 以 将 
G(X) susu 


G(x) == “ma sy é am (10.2.4) 
其 中 ，ri 称 为 留 数 ， 简 记 作 Res[ G( ~pi) ] ， 其 值 可 以 由 下 面 的 极限 值 求 出 
ri = Res[G( pi) ] = lim (z + pi) G(a) (10.2.5) 
如 果 分 母 多 项 式 中 含有 (+p) H, IRE -pi 为 m 重 根 ， 则 相对 这 部 分 根 的 部 
分 分 式 展开 项 可 以 写成 
Ti Tisi es Ti*m-1 
zor G-p) l G-p)" (10276) 


这 时 i 
riqa = Tp- is, COE +p:)*] G=1,2, =, k) 
(10.2.7) 
MATLAB 语言 中 给 出 了 现成 的 数值 函数 residue( ) 求 取 有 理 函 数 C(x) 的 部 
分 分 式 展开 表示 ， 该 函数 的 调用 格式 为 
[r, p, k] =residue(b, a) 
其 中 ,a=[1, a, az, *, a,l], b=[bi, b2, =, bnl, REH r Ap 向 量 为 
A (10.2.4) 中 7 的 系数 ， 若 有 重 根 则 应 该 相应 地 由 式 中 给 出 的 系数 取代 。k 为 
余 项 ， 对 m <n 的 函数 来 说 该 项 为 空 矩阵 。 该 函数 并 未 给 出 -pi 是 否 为 重 根 的 自 
动 判定 功能 ， 所 以 部 分 分 式 展开 的 结果 需要 手动 写 出 。 
例 10.2.5 试 求 下 面 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 
G(s) = $ +252 +3s +4 
sÉ +11s5 +48s4 + 106s3 +125s? +75s +18 
解 用 下 面 的 语句 可 以 求 出 该 函数 的 部 分 分 式 展开 为 
>> n=[1,2,3,4]; 
d=[1,11,48,106,125,75,18] ;format long 
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[r,p,k] =residue(n,d); 
[n,dl] =rat(r);[n,d1,p] 


ans = 


— 17. 00000000000000 8. 00000000000000 -2.99999999999995 
— 7. 00000000000000 4. 00000000000000 -2.99999999999995 
2. 00000000000000 1. 00000000000000 -2. 00000000000016 
1. 00000000000000 8. 00000000000000 - 0. 99999999999998 
— 1. 00000000000000 2. 00000000000000 - 0. 99999999999998 
1. 00000000000000 2. 00000000000000 - 0. 99999999999998 


其 中 , p 为 奇 点 向 量 ,，n，di 为 每 个 p 值 对 应 系数 的 分 子 和 分 母 数值 。 由 数值 方 
法 直接 求 出 的 分 母 多 项 式 的 根 为 小 数 ， 有 一 些 误差 。 事实 上 ， 该 分 母 多 项 式 的 
根 ，-3 为 二 级 极点 ，- 2 为 单 极点 ，- 1 为 三 级 极点 。 分 析 奇 点 的 情况 ， 可 以 
写 出 部 分 分 式 展开 为 


G(s) = 


SN Q. OR Cuyo a EO 
8(s+3) 4(s+3)? s+2 8(s+1) 2(s+1)? 2(s+1)3 
例 10.2.6 写 出 下 面 式 子 的 部 分 分 式 展开 。 
GG) =+ i 25 +25 +8 
38 +3057 +386s6 +2772s5 +12093s* +32598s° +52520s? +45600s + 16000 
解 采用 MATLAB 自 带 的 residue() 函数 ， 则 只 能 求解 得 出 数值 解 ， 对 本 例 
给 出 的 问题 ， 可 以 用 下 面 的 语句 直接 求 出 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 式 子 为 
>> n=[2,0,0,0,2,0,0,8]; 
d=[1,30,386,2772 12093, 
32598 ,52520 ,45600 ,16000 ] ; 
[r,p] =residue(n,d) 
ans = 
1.0e +004 * 


4. 99959030930686 
2. 84885832580441 

1. 30409999762507 
-5.04731527861460 
2. 14495555022347 
-0. 54813333201362 
0. 00012222222224 


— 0. 00050000000003 
— 0. 00050000000003 
—0. 00050000000003 
一 0. 00059999999997 
一 0. 00059999999997 
一 0. 00059999999997 
— 0. 00010000000000 


从 得 出 结果 较 难 判定 重 根 情况 ， 故 难以 准确 写 出 部 分 分 式 展开 式 子 。 由 得 出 
的 数据 ， 假 定 Pi = -5 为 三 重 实 根 ，p， = -4 为 三 重 实 根 , ps = -2, p. = -1 为 
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es 


单个 实 根 ， 故 可 以 写 出 部 分 分 式 展开 表达 式 为 
49995. 9030930686 , 28488. 5832580441 _ 13040. 9999762507 _ 


(s+5) (s+5)2 (s+5)3 
50473. 01527861460 +2149. 5555022347 _ 5481. 333201362 ， 
(s+4) Taca (s +4)? 
1. 222222224 . p2- 0023148 
(s +2) (s PSG 


应 该 指出 ， 这 样 的 展开 方式 在 分 母 上 作 了 近似 ,另外 这 些 特 征 根 假定 为 重 根 
也 是 一 种 令 人 不 大 放心 的 假设 ， 所 以 对 这 样 的 问题 ， 可 以 考虑 编写 更 好 的 解析 算 
法 。 利 用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 定义 的 精确 求 根 功 能 和 式 (10.2.5) 与 式 
(10.2.7) 的 留 数 计算 公式 ， 可 以 立即 编写 出 如 下 的 扩展 函数 residuel ( ) 。 该 函 
数 仍 应 该 置 于 目录 下 ， 其 语句 为 
function f = residuel( F ,s) 
£ =sym(0) ;if nargin = =1 ,symə s;end 
[num,den] = numden( F) ; 
x =solve(den);[x0,ii] = sort( double( x) ) ; 
x=[x(ii) ;rand(1)]; 
k_vec = find( diff( double(x) ) ~ =0) ;ee =x(k_vec); 
k_vec = [k_vec(1) ;diff(k_vec(: ,1))]; 
for i=1: length(k_vec) , 
for j =1:k_vec(i) ,m =k_vec(i) ,s0 =ee(i); 
k =limit( diff(F* (s —s0)“m,s,j—1),s,s0); 
f=f+k/(s-s0)“(m -j +1)/factorial(j -1); 
end,end 
该 函数 的 调用 格式 为 
f =residuel( F, s) 
其 中 ,下 为 有 理 函 数 是 解析 表达 式 ，* 为 自 变量 ， 返 回 的 结果 /是 部 分 分 式 展开 
的 表达 式 。 
例 10.2.7 考虑 例 10. 2.5 中 给 出 的 阔 数 1(s)， 用 解析 分 式 求 出 其 部 分 分 式 
展开 。 
解 用 下 面 的 语句 可 立即 得 出 该 函数 的 部 分 分 式 展开 式 ， 如 下 所 示 ， 该 结果 
与 原 例 中 数值 结果 完全 一 致 。 
>> syms s; 
G= (s'3 +2° 2 +3*s+4)/(s% +11* 85 +48° 84- 
+106 "s3 +125* 2 +75*s +18); 
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G1 =residuel( G,s) 
G1= 
—7/A(s +3)2 -17/8(s +3) +2/(s +2) +1/2(s +1)3 -1/2(s +1)2 +1/8(s +1) 
例 10.2.8， 仍 考虑 例 10. 2. 5 R0040BGB38k 6(s) ， 试 用 解析 方法 写 册 其 部 分 
分 式 展开 。 
解 ”由 于 例子 中 使 用 的 方法 是 数值 方法 ， 所 以 未 必 很 准确 。 利 用 新 编写 的 
residue( ) 函数 ， 则 可 以 用 下 面 的 语句 对 之 进行 部 分 分 式 展开 。 
>> syms s 
G=(2"s7+2"s3 +8)/(s8 +30* 7 +- 
386 * s6 +2772 * s°5 +12093 * s°4 + + 
32598 * 83 + 52520 * s°2 + 45600 * s + 16000); 
f= residuel(G); latex(f) 
这 样 ， 可 以 得 出 原 分 式 的 部 分 分 式 展 开 为 
13041 341863 — 7198933 _ 16444 _ _193046 
Cs +5)? C 12(s+5)2 +144(s +5) 3(s+4) 9(s +4)? 
1349779 ， u ， 1 
27(s+4) +9(s +2) +432(s +1) 
若 将 得 出 的 部 分 分 式 展开 减 去 原 函数 并 化 简 ， 则 结果 为 0， 表示 得 出 的 结果 
是 正确 的 。 
>> simple(f-G) 
i 
0 
对 比例 中 给 出 的 结果 ， 这 时 得 出 的 结果 更 令 人 信服 。 
例 10.2.9 考虑 例 10.2.4 中 的 非 互 质 多 项 式 构成 的 有 理 函 数 C(x) =A(x)/ 
8(x) ， 试 用 数值 方法 和 解析 方法 写 出 其 部 分 分 式 展开 。 
解 ”用 数值 方法 进行 部 分 分 式 展开 将 得 出 如 下 的 结果 
>> syms x; 
A=x4 +7*x3 +13 * x2 +19 * x +20; 
B=x7+16°x6 +103 * x5 +346° x4 +... 
655 * x3 +700 * x°2 +393 * x +90; 
n =sym2poly(A); d = sym2poly( B) ; 
[r, p, k] =residue(n, d); 
[nl, di] =mt(r); Ent, dt, p] 


0 1.00000000000000 -4. 99999999999977 


g 复 变 函 数 与 积分 变换 


1. 00000000000000 2. 00000000000000 - 1. 000000000000005 

然而 ,ri 为 一 个 很 小 的 数值 ， 由 数值 方法 不 能 完全 得 出 0， 所 以 数值 方法 将 
产生 误差 。 
>> r(1) 
ans= 

—2. 605785957382269e -014 

用 前 面 介绍 解析 方法 可 得 出 和 * = -5 奇 点 完全 无 关 的 解析 解 ， 亦 即 
residuel ( ) 函数 同样 适合 于 非 互 质 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 。 
>> residuel( A/B,x) 
ans= 

-7⁄/4/(x+3) -17/8/(x+3) +2/(x+2) +1/2/(x+1)’3 ~ 

1/2/(x +1)°2 +1/8/(x +1) 

10.2.10 求 有 理 函数 

C(x) = —17x5 -7x4 +2x3 +x? -x41 
x+11x5 +48x4 + 106x3 +125x2 +75x +17 

的 部 分 分 式 展开 。 


解 ”可 以 先 试用 residue( ) 函数 。 
>> syms x; 
=(-17*xS-7*x4+2°x3+x2-x+1)-- 
Z(x6+11* x5 +48 * 4 +106 * x3 +e 
125*x2 +75*x+17); 
G1 =latex( residuel( G ,x) ) , 
G= 
0 
显然 ， 得 出 的 部 分 分 式 展开 式 错误 的 。 
上 例 中 出 现 错误 的 原因 在 于 前 面 编写 的 residue( ) 函数 要 求 有 理 函数 分 母 多 
项 式 方程 D(*) =0 的 解 必须 能 精确 求 出 ， 否 则 不 能 进行 正确 转换 。 这 是 因为 采 
用 式 (10.2.2) 求 取 留 数 方法 的 原因 。 如 果 原 有 理 函 数 分 母 D(x*) 的 某 无 理 数 
根 为 x。， 通 过 任何 的 求 根 算法 根本 不 能 在 有 限 位 内 得 出 和 的 精确 值 ， 只 能 得 到 
其 近似 值 ， 所 以 代入 式 (10.2.2) WA 
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ResLf(%0)] = lim tr LTT A) (#0)"] (10.2.8) 
这 时 ， 因 为 知 eska 所 以 (各 》 为 有 限 数 值 ， 故 整个 极限 等 于 
0， 从 而 得 出 错误 的 结论 。 基 于 此 问题 ， 可 以 考虑 对 原 算法 加 以 改进 。 假 设 用 
vap( ) 函数 能 求 出 多 项 式 方程 所 有 的 根 x, (i=1, 2, =, n) 可 以 由 这 些 根 重 
组 多 项 式 的 分 母 而 取代 原来 的 分 母 ， 则 能 得 出 新 的 函数 1 (x) 来 取代 式 
(10.2.8) 中 的 x) ， 这 样 就 能 确保 f(x) 和 (x -加 )” TE fo 处 能 真正 相 消 ， 
得 出 原 函 数 的 留 数 。 修 改 后 的 函数 内 容 为 
function f = residue( F ,s) 
f=sym(0); 
if nargin = = 1 ,syms siend 
[unm,den] = numden( F) ;x0 = solve( den) ; 
[x,ii] =sort( double( x0) ) ; 
x0 =x0(ii);x =[x0;rand(1)]; 
kvec = find( diff( double( x) ) ~ =0) ;ee =x( kvec) ; 
kvec = [ kvec( 1) ;diff( kvec(: ,1) )]; 
a0 = limit( den/s^length( x0) ‚s, inf) ; 
Fl = num/ (a0 * prod(s - x0) ); 
for i =1: length( kvec) , 
for j =1: kvec(i) ,m =kvec(i) ;s0 =ee(i); 
k = limit( diff( F1 * (s ~ s0)^m,s,j -1),s,390); 
f=f+k/(s-80)^(m-j+1)/factorial(j-1); 
end 
end 
例 10.2.11 试用 新 编写 的 residue( ) 函数 求 出 例 10. 2.10 中 有 理 函 数 的 部 
分 分 式 展 开 。 
解 采用 新 residue( ) 函数 将 得 出 如 下 结果 : 
>> G1 =latex(residue(G,x) ) ， 
其 展开 结果 如 下 
0. 21255679692632294418500086860134 _ __ 556. 255306896104169476059663445 这 
x +052085960529320052117318089465757 x+3. 2617310107385187021102903315402 
0. 87946492619462065986610768905313 + j5. 4970762578573277245912249310211 
x + 1. 077758871935292422318783254230 + j0. 602106591106076148559345309506389 
0. 87946492619462065986610768905313 - j5. 4970762578573277245912249340211 
x + 100777588719352924223318783254230 — j0. 60210659106076148559345309506389 ~ 
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和 


268. 64252201880458404030494019387 - j349. 12310949952681814422714893079 
x +2. 53009458200488479660263860614781 + j0. 39976310544985541814054726451926 + 


268. 64252201880458404030494019387 + j349. 12310949952681814422714893079 
x + 2. 53009458200488479660263860614781 - j0. 39976310544985541814054726451926 


该 算法 的 精度 大 大 高 于 MATLAB 自身 的 数值 residue( ) 函数 。 
实验 三 ”封闭 曲线 积分 问题 计算 


一 、 实 验 目的 
学 习 利用 MATLAB 语言 计算 曲线 积分 问题 。 
二 、 实 验 内 容 
考虑 如 下 定义 的 曲线 积分 
A 
其 中 ， 厂 为 二 维 平面 内 正 向 为 逆 时 针 的 封闭 曲线 。 假 设 该 封闭 曲线 内 包 图 m 个 


WAK, p.(i=1, 2, +-, m), ， 则 可 以 分 别 用 前 面 的 算法 求 出 这 些 奇 点 上 的 留 数 为 
Res [fA(p;) ] ， 这 时 封闭 曲线 积分 的 值 等 于 乘 以 这 些 留 数 的 和 ， 即 


EAD = 2j EResL/(p)] 


如 果 曲 线 的 走向 是 顺 时 针 的 ， 则 可 以 将 得 出 的 结果 反 号 。 
例 10.2. 12 HREAN) 在 曲线 | z1 =6 的 曲线 积分 ， 其 中 
fz) = 227 +22 +8 
2$ +30z? +386z5 + 2772z5 + 12093z4 +32598z3 + 525202 + 45600z + 16000 
解 ” 可 以 用 前 面 例题 中 给 出 的 方法 求 出 其 部 分 分 式 展开 为 ， 
13041 341863 _ 7198933 16444 _ 193046 1349779 
(s+5)3 12(*+5)2 I4(s+5) 3(s+4) 9(s+4): 27(s+4)* 
11 1 
Ils +2) *432(s +1) 
可 见 ， 该 函数 的 奇 点 为 : -1 为 单 极 点 ，- 2 亦 为 单 极 奇 点 ，-4 与 -5 均 为 
3 级 极点 。 由 上 面 的 部 分 分 式 展开 式 子 可 知 ， 各 个 奇 点 的 留 数 为 部 分 分 式 展开 的 
一 次 项 的 分 子 值 ， 这 样 可 以 得 出 所 需 的 曲线 积分 值 为 


= ?111798933 _ 1349779 11, 1 Ym 
$f) = 2mi 144 27 +9 +) “n 


例 10.2.13 试 求 出 下 面 的 曲线 积分 


x 
— o 
$ (a +j)” (2 -1)(z=3) 
其 中 了 为 |z|=2 HHA. 
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解 z=1，z=3 为 单 极 点 ，z= -j 为 10 级 极点 ， 又 因为 给 定 的 丁 为 lz! =2 


圆周 ， 所 以 z=1,，z = -j 在 该 圆周 的 范围 内 ，z = 3 在 该 圆周 外 ， 所 以 不 必 计算 
该 留 数 。 所 以 原 曲线 积分 的 值 可 以 用 下 面 的 语句 直接 求 出 。 


>> i=sym(sqrt( -1));syms z 
f=1/((z+i)0*(z-1) (2-3)); 
rl = limit(diff(f* (z +i) 10,z,9)... 
/prod(1:9) ,z, -i); 
r2 =limit(f* (z—1),z,1); 
a=2*pi"i* (rl +12) 


10.3 ”积分 变换 实验 


实验 一 ”用 Mathematica 作 积 分 变换 


一 、 实 验 目的 

学 习 用 Mathematica 作 积分 变换 。 

二 、 实 验 内 容 

Mathematica 是 美国 Wolfram Research 公司 开发 的 数学 软件 。 该 软件 的 设计 者 


Stephen Wolfram (1959 年 生 于 伦敦 ) 于 1979 年 着 手 构造 第 一 个 现代 计算 机 代数 
体系 ，1986 年 开始 研发 Mathematica。Mathematica 第 一 版 于 1988 年 6 月 发 布 ， 详 
情 可 查阅 Mathematica 的 网 站 : www. wolfram. com, 


Mathematica 的 出 现 ， 对 科技 界 以 及 其 他 领域 计算 机 的 使 用 方式 产生 了 深刻 


的 影响 。Mathematica 的 研究 对 象 从 初等 数学 到 高 等 数学 ， 从 基础 数学 到 工程 数 
学 ， 几 乎 涉及 所 有 的 数学 学 科 。 它 的 主要 功能 包括 : 数值 计算 、 符 号 计算 、 图 形 
绘制 、 程 序 设计 。 它 含有 功能 强大 、 种 类 丰富 的 内 部 函数 ， 用 户 还 可 以 自由 地 定 
义 自 己 的 函数 并 将 其 扩充 到 系统 的 函数 库 中 。Mathematica 已 成 为 重要 的 数学 应 
用 工具 ， 它 的 用 户 大 部 分 是 科技 人 员 ， 近 年 来 ， 也 被 广泛 地 用 于 教育 领域 。 在 全 
世界 ， 大 量 的 学 校 都 用 它 作 为 基础 课程 。 


下 面 介 绍 在 Mathematica 中 ， 用 于 积分 变换 的 几 个 重要 命令 。 限 于 篇 幅 ， 关 


于 Mathematica 的 基本 知识 和 基本 操作 请 参阅 相关 文献 。 


三 、 特 殊 函 数 
1. DiracDelta 函数 
Dirac Delta 函数 或 称 单位 脉冲 函数 在 许多 工程 科学 与 数学 上 的 应 用 中 ， 扮 演 


了 相当 重要 的 角色 。 在 Mathematica 中 用 DiracDelta 表示 。 
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基本 命令 与 功能 : 
DiraeDelta [t]; DiracDelta 函数 5(:) ， 其 奇 点 位 于 上 =0; 
DiracDelta [ti , tz, ++]: 多 元 DiracDelta 函数 5(t1 ,ts，…)， 


其 中 ， a0 ={ 


1 :1=0 
0 其 他 ” 


1 h =t = =0 
Slt, b, 0) -| Y 


8l) 函数 的 重要 性 质 : 
(A) J” Diraepeha[ Jar = 1 


(2) 三 piraepelart —zxl]f[ild: = flx] 


例 10.3.1 计算 Í “6(: -于 jsinde。 


In[1] 


Out[1 


N ae T]. 
:= 及 pimepeha[， = 了 Jsintar 


=1 


在 Mathematica 的 命令 窗口 中 ， 用 户 的 输入 系统 会 自动 赋予 系统 变量 In[ 1] , 
因此 用 户 在 输入 时 只 需要 输入 用 户 的 表达 式 J” DiraeDeha [4 - Z ]sin[ Ja; ,而 
不 能 将 “了 [1] : = ”也 一 起 输入 ， 否 则 会 提示 错误 。 下 同 ， 不 再 说 明 。 

例 10.3.2 RSS Sal -1, y -1 z - 1Je#**dydxdz, 


In[2] 


Out[2 


š J. [E S piacpetal x -1l,y-1,z-1]Exp[ 2 + +2]dydxdz 


= e 


在 Mathematica 中 若 要 计算 表达 式 e + 了 + 在 x=1, y=1, z=1 的 值 ,可 直 


接 如 下 输入 : 


In[3] 
Out[3 


=Exp[% +y +Z ]/. |z—1, y—1, z1} 


=e 


当 DiracDelta 函数 的 参数 是 一 个 有 简单 实 根 的 多 项 式 时 ,命令 FunctionExpand 
可 以 将 DiracDelta 函数 展开 为 单 根 的 DiracDelta 函数 之 和 。 


In[4] 
Out[4 


= DiracDelta[ 2 — 1 ]//FunctionExpand 


F DizacDeha[ -1+t] + J biracpeha[ 1 +t] 


从 上 面 的 输出 结果 可 以 看 出 ， 输 出 结果 不 是 传统 的 数学 表示 ， 我 们 看 起 来 很 
不 习惯 。 如 果 要 将 输出 结果 以 传统 的 数学 形式 输出 ， 可 使 用 如 下 命令 : 
基本 命令 与 功能 : 
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TraditionalForm[ expr] 或 expr//TraditionalForm: 将 表达 式 expr 转换 为 传统 的 


数学 表达 形式 ; 


In[5]: = DiracDelta[  —- 1 ]//FunctionExpand//TraditionaiForm 
Out[5] = 了 5(4-1) + 了 (t+1) 
2. UnitStep 函数 


0 1<0 
UnitStep 又 称 单位 阶 嫉 函数 : 9(1) -f 


， 在 Mathematica 中 用 函数 
1 :>0 


UnitStep[ t] 表示 。 但 是 请 读者 注意 ， 在 传统 数学 表示 中 通常 表示 为 : u(1) 。 


基本 命令 与 功能 : 
UnitStep[t] :unit step 函数 ， 其 奇 点 位 于 +=0; 
UnitStep[t1 ，t ，…] : 多 元 unit step 函数 。 
0 0 

eh, Usep) = 人 Eo, Unisepo 5, =) =f 
In[1]: = Pilot[ UnitStep[ t] , |z, —2,2] ] 

Plo3D[ UnitStep[ #1 ,12] , 11, -2,2} ,12, -2,2} ] 
Out[1] = -Graphics -~ ( 见 图 10.3.1) 
Out[2] = -SurfaceGraphics - ( 见 图 10.3.2) 


1 420, 20, --- 
0 otherwise 


1.0 
0.8 


06 


= 


-i N 1 2 22 

图 10.3.1 单位 阶 路 函数 图 10. 3.2 多 元 单位 阶 路 函数 
DiracDelta[ +t] 与 UnitStep[:] 的 关系 : 
(1) DiracDelta[ 4] 可 以 看 做 UnitStep[t] 的 微分 。 
In[3]: =D[ UnitStep[ £] ,可 
Out[3] = DiracDelta[ t] 
(2) 积分 DiracDelta[ 的 结果 为 UnitStep[ 1] 。 
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In[4] : = Integrate[ DiracDelta[ t] ,# ] 
Out[4] = UnitStep[ z] 
例 10.3.3 RRRS) =x[(t-1)(-2)(t-3)] 的 图 形 。 
In[5]: =/[t_] =UnitStep[ (t —1) (z -2) (z -3).]; 
In[6]: = Plot[f[:], {2,0,5}, 20 
PlotRange -> | - 1,2} , AxesOrigin -> 15 
l0,-1l]; 
out[6] = - Graphics -( 见 图 
10.3.3) 
当 UnitStep 函数 的 参数 是 一 个 有 o 
简单 实 根 的 多 项 式 时 ， 命 令 Func- 
tionExpand 可 以 将 UnitStep 函数 展开 


为 单 根 的 UnitStep 函数 之 和 。 i ; 3 4 $ 
In [ 7]: = f [ t ]//FuncetionEx- E 
pand//TraditionalForm 


Out[7]//TraditionalForm =0(t -3) -0(t -2) +0(t-1) 
例 10.3.4 R [sin(r)óG: - a)ar, 

In[8]: = JsinCoD Unitstep(t - a)dt 

Out[8] = (Cos[a ] — Cos[ ] )UnitStep[ -a + t] 


车 要 用 传统 的 数学 形式 表示 结果 ， 参 看 上 面 例 10. 3.3 ， 可 在 命令 行 最 后 加 
+ “//TraditionglForm” ， 也 可 如 下 使 用 函数 形式 


In[9] : = TyaditionalForm[ [sin(t) UnitStep(t — a)dt ] 


Out[9]//TraditionalForm = (cos(a) ~ cos(1) )0(1 — a) 
可 以 利用 UnitStep 函数 来 定义 分 段 连续 函数 。 


Ë t<1 
例 10.3.5 定义 f(t) =! 1 1<t<2， 并 作 图 。 
3-t 2<t<3 


In[10]: =sf{t_] =# (1 — UnitStep[t -1]) +1° (UnitStep[ +t—1] 
— UnitStep [t —2]) + (3 — t) * ( UnitStep[ t —2] - UnitStep[ i -3]); 
In[11]: =Plot[/[:] ,it - 1,311 
Out[11] = -Graphics — ( 见 图 10.3.4) 
Bü. Fourier 变换 
由 于 傅 里 叶 变换 有 明确 的 物理 意义 ， 即 变换 域 反 映 了 信号 的 频率 内 容 ， 因 此 
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健 里 叶 变 换 是 信号 处 理 中 最 基本 也 是 最 
常用 的 变换 。 
1. 离散 Fourier 变换 
离散 Fourier 变换 的 定义 : X[k] = 
二 Ee (0O<k<N-1) 
n=0 
离散 Fourier EMREN: x[n] = 


N-1 
1 jis ` x 1 ;1 3 
LY xik] (O< n< N 1 
marl Wan ) 图 10.3.4 AELE 


基本 命令 与 功能 : 

Fourier [|x , %2, ©, ww-ill: 表示 |xi，x2，…，xw -1| 的 离散 Fourier 
变换 ; 

InverseFourier [| X, , X,, 0, Xy. 11: 表示 [X,, X,, ', Xy. | 的 离 
散 Fourier 逆 变 换 。 


例 10.3.6 求 1-1，-1，-1，-1,，1,， 1, 1, 1} 的 离散 Fourier 变换 。 

In[1]: =data= | -1,-1,-1,-1,1,1,1,1]; 

In[2] : = Fourier[ data ] 

Out[2] = {0. +0. i, -0. 707107 -1.70711i,0. +0. i, — 0. 707107 -0. 292893i, 
0. +0. i, -0.707107 +0. 292893i,0. +0. i, —0. 707107 +1. 70711i| 

In[3 ] : = InverseFourier[ % ] 

Qaqa] Ee PEE ES AIS PE SS NS A A, 

2. 连续 Fourier 变换 


连续 Fourier 变换 的 定义 ; f Ade = F(o) ， 记 为: Z (D) = 
F(w)。 


连续 Fourier 逆 变 换 的 定义 : |. O = fü) ， 记 为 :F271(f(w)) = 


fi), š 
基本 命令 与 功能 : 
FourierTransform [f[t] ,+t，w]: f(t) 的 Fourier 变换 ; 


FourierTransform [f[t1, t2, =], {11, 2, =}, fol, w2, +J: fln, 
t2, =] 的 Fourier 变换 。 $ 
JnverseFourierTransform [F[w], w, t]: Flw] 的 Fourier 逆 变 换 ; 
InverseFourierTransform [F [wl, w2, =], {wl, w2, =}, In, 2, 
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$... 


…]: F[el, @2, =] 的 Fourier 逆 变 换 。 
如 果 将 /(:) 变换 为 /如 = gga AAO d, REE FourierTans- 


form 命令 中 加 人 选项 FourierParameters -> |a, B| 即 可 ， 特 殊 地 : 

(1) la, b| =10, 11: 系统 默认 取 值 ， 主 要 用 于 现代 物理 。 

(D) la, b} = 11，- 1 。 主要 用 于 数学 及 系统 工程 。 

(3) la, b|=l|-1, 11: 主要 用 于 经 典 物理 。 

(4) la, b| =10，-2"} : 主要 用 于 信号 处 理 。 

如 果 要 将 F[o] 变换 为 /CT 全 PCw)erwedw ， 则 只 需 在 命令 中 可 吉 
人 选项 FourierParameters -> |a, b} 即 可 。 

例 10.3.7 RF (1). 

In[1] ; = FourierTransform[ 1 ,1,w]//TraditionalForm 

Out[ 1 ]//TraditionalForm = V3m5(w) 


例 10.3.8 RF (8(1))。 
In[2] : = FourierTransform[ DiracDelta[ t] ,t,w] 


例 10.3.9 求实 (6(D))。 
In[3] ; = FourierTransform[ UnitStep[ t] ,t,w]//TraditionalForm 


+: T 
i [Z 
Out[3]//TraditionalForm | V5H5(o) + J) 


10.3.10 RF (cos[t]), 
In[4] : = FourierTransform[ cos[ t] ,1,w]//TraditionalForm 


Out[4]//TraditionaForm - /Fs <1) +w +1) 


0 :<0 
例 10.3.11 TOER `, o RZ (0). 


In[5]: =f[t_]:=I[t <0,0,Exp[ -2°t]] 
FourierTransform[ f[ t] ,t,w] 


alejen i 
ae 2m(2i+ow) 
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3. FourierSin 变换 


FowierSin 变换 的 定义 : |f? Cysin(an) a, =F, (w), ZI: %(/(t)) = 
F,(w)o 
i 2 í ` y -1 
FomierSin 道 变换 的 定义 : /三 忆 (ojsin(az)du =/() ， 记 为 : ACE, lo) = 


Ki) 
基本 命令 与 功能 : 
FourierSinTransform[ /[ t] ,to] : f(t) 的 Fourier Sine 变换 。 
FourierSinTransform [ f [ 1, 2, =], {t, 2, =}, Del, w2, =}]: 


fitl,t2, --] 的 Fourier Sine 变换 。 
InverseFourierSinTransform [F,(w), w, t]: F,(w) 的 Fourier Sine 逆 变 换 。 
InverseFourierSinTransform [ F, [ wl, w2, =], {wl, w2, =}, {ul, 
从 ，…|]: F[wl，w2，…] 的 Fourier Sine 道 变 换 。 


MRED BRA o rh AO bt) dt ， 风 只 需 在 命令 中 加 入 选 
项 FourierParameters -> |a, b} 即 可 。 

MRH F, (w) 变换 为 2 [rh Po)sin( bor) at , 则 只 需 在 命令 中 加 
人 选项 FourierParameters -> |a, b| 即 可 。 

例 10.3.12 * (+e): 


In[1]: = FourierSinTransfom[ To] 


Out[1] se [E 


例 10.3.13 RZ (e), 
In[2] : = FourierSinTransform[ Exp[ b* t] ,t,w]//Simplify 
2 


De 
Out[2] =p sa 


5 10.3.14 RZ (wi)。 
In[3] : = InverseFourierSinTransform[ w? ,w,t] 
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2 
2 Z 
out[3] = 2 


4. FourierCos 变换 

FourierCos 变换 的 定义 ; [2 Í” C ayeos(on)ar = Felo) ， 记 为 : ZAU) = 
F.(e)s 

FourierCos W E R EL [ZN F.(o)eos(a0)de = ft) ， 记 为 ; 


S (Fe(o))=KD。 

基本 命令 与 功能 : 

FourierCosTransform [ f/[ t] ，:，w] : f(t) 的 Fourier Cosine 变换 。 

FourierCosTransform [ /[ :1, 12, =], 10, 2, =}, lol，ow2，…]; 
斤 晶 ,如 ，…] 的 Fourier Cosine 变换 。 

InverseFourierCosTransform [F.(w), w, t]: F,(w) 的 Fourier Cosine É fE 
换 。 

InverseFourierCosTransform [ F, [ wl, w2, =], (ol, w2, =}, In, 2 
+]J: F.[wl，w2，…] 的 Fourier Cosine 逆 变 换 。 


如 果 将 (1) BEK omh Aosa, MAREEA 
项 FourierParameters -> |a, b} BPTJ, 

如 果 将 /(1) 变换 为 2 la É F.(e)cos(bot)dr ， 则 只 需 在 命令 中 加 
人 选项 FourierParameters -> |a, b} 即 可 。 

例 10.3.15 Rafi a): 


2 
In[1]: = FourierCosTransform| x t, o] 


ou =e 4a os| 5] -sinf 5) 


B 10.3.16 RAE- lnak 


In[1]: = InverseFourierCosTransform| ——z ah 二 


Out[1] =。 这 
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五 、Laplace 变换 
Laplace 变换 的 定义 : F(s) = OLE WA: 多 (f(t)) = F(s)。 


Laplace 逆 变 换 的 定义 : f(t) = = FCs)erds, 记 为 : 1 (F(s)) = fü) 


基本 命令 与 功能 : 
LaplaceTransform [f[t], t, s]: f(t) 的 Laplace 变换 。 
LaplaceTransform [f/[ 1, 2, =], 10, 2, =}, {s1, 2, o|]: fln, 


12, =+] 的 Laplace 变换 。 
InverseLaplaceTransform [F[s], s, t]: F(s) 的 Laplace WEH, 
InverseLaplaceTransform [F [ s1, s2, =], {s1, 2, eh da, R, 1]: 
F[s1,s2, =] 的 Laplace 3823838. 
B 10.3.17 RZ (1). 
In[1]: = LaplaceTransform{ 1 ,t,s] 


B 10.3.18 RZ (80))o 
In[2] : = LaplaceTransform[ DiracDelta[ £) ,t,s] 
out[2] =1 
例 10.3.19 求 多 (cos(at))。 

In[3]: = LaplaceTransform[ Cos[ a * t] ,t,s] 
Out[3] 


"e +? 

例 10.3.20 RZ (e'sin(t))o 

In[4] ; = LaplaceTransform[ Exp[ #]Sin[ t] ,t,s] 
1 

=i +( -1+s)? 

例 10.3.21 求 罗 (y'(t))。 

In[5] : = LaplaceTransform[ y'[t] ,t,s] 

Out[5] = sLaplaceTransform[ y[#] ,t,s] -y[0] 

例 10.3.22 R.Z (cos(2x +y))。 

In[6] : = LaplaceTransform[ Cos[2 * x +7], {x,y} , {u,v} ]//Simplify 

-2 +w 


TG) (1 +) 
afs 
10.3.23 RZ z5) 


Out[4] 


Out[6] 


和 


In[7]: = InverseLaplaceTransfom | -27 ,5,1] 


Out[7] se +e”) 


A, Laplace 变换 应 用 
拉 普 拉 斯 变换 在 解 许多 微分 方程 或 初 值 问 题 时 ， 是 很 好 的 工具 。 
例 10.3.24 解 初 值 问题 x"+18x’ +9000x =58(t) +58(t-1) +8(t-2), 


x'(0) =x(0) =0。 


ta[t 


解 (1) 为 了 方便 ， 将 微分 方程 赋 给 一 个 变量 eqo 

In[1]: =eq =x"[#] +18x'[t] +9000x[1] = =5 * DiracDelta[ t] +5 * DiracDel- 
~1] + DiracDelta[ t ~2]; 

(2) 将 微分 方程 两 端 同 时 施行 普 拉 斯 变换 。 

In[2]: =el = Map[ LaplaceTransform[ #,1,s]& ,eq] 

Out[2] =9000LaplaceTransform[ x[ t] ,t,s] + s? LaplaceTransform[ x[ t] ,t,s] + 
18( sLaplaceTransform[ [t] ,t,s] -x[0]) -sx[0] -5x'[0] + 

e7” +5e™ 

(3) 将 初 值 代 人 上 式 。 

In[3]: =e2 =el/. {x'[0] ->0,x[0] ->0,LaplaceTransform[x[t] ,t,s] ->X[s]} 
Out[3] =9000X[s] +18sX[s] +5s2X[s] +e-2 +567 

(4) 从 上 式 中 求 出 X[s] 。 

In[4]: =ans =Solve[ e2,X[s]] 


out[4] = | {X[s] e 2(1 +5e' +5e2) | | 


9000 + 18s +s? 
(5) 将 X[s] 进行 反 Laplace 变换 即 得 到 所 要 求 的 解答 。 
In[5]: = sol = InverseLaplaceTransform[ ans[ [1,1,2]] ,s,t] 


(e %(e!$Sin[3 V991( -2 +t) ] UnitStep[ -2 +t] + 


=— 1 
out[5] TA 
S(Sin[3 V991:] +e°Sin[3 V991( -1 +t) JUnitStep[ -1 +t]))) 
(6) 画 出 解 的 图 形 。 

In[6] : =Plot[ sol, {t,0,3} ,PlotRange—All] 

Out[6] = - Graphics- ( 见 图 10.3.5) 


例 10.3.25 ayga | 


了 ”+ Ye “2 满足 初始 条 件 


7(0) =7 (0) =0 
2y" -x" -2y' +x = 一 上 { 


x(0) =x'(0) =0 的 
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E (1) 为 了 方便 ,将 微分 方程 
组 赋 给 一 个 变量 eqo 

In[1]: =eq= |y"[1] -x"[t] + 
x'[t] -y[t] = = Exp[t] -2,2y"[t] - 
a"[t] -2y'[t] +=] = = =t}; 

(2) 将 微分 方程 组 两 端 同时 施行 
普 拉 斯 变换 。 

In[2]: = el = Map[ LaplaceTrans- 
form[#,t,s]&,eq] 图 10.3.5 

Out[2] = |s LaplaceTransform[ x[ 1] ,1,s] — s? LaplaceTransform [ x [ 1] ,t,s] - 

LaplaceTransform[ y[ t] ,t,s] + ? LaplaceTransform[ y[ t] ,t,s] -x[0] 


+sx[0] -sy[0] +x[0] -y'[0] = = ypo Ê, Laplace Transform 


[s[:],t,s] - s? LaplaceTransform[ x[ z] ,+,s] +sx[0] -2(s Laplace- 
Transform[ y[ t] ,t,s] -y[0]) +x'[0] +2( s? LaplaceTransform[ y[ t] , 


t,s] -sy[0] -y'[0]) = 


(3) 将 初 值 代 人 上 式 。 
In[3]; =e2 =el/. lz'[0]—0,z[0]—0,y'[0]—0,y[0]—0,LaplaceTransform 
[s=[t],t,s]—X[ s] ,LaplaceTransform[ y[ t] ,t,s]—Y[ s] | 


Out[3] = {sX[s] -#x[s] -Y[s] +2Y[s] = =— 


-1+s 


1 
7l 


-全 ,XIs] xl) - 
2sY[s] +2Y[s] = = -2! 
(4) 从 上 面 方程 组 中 求 出 X[s] 、Y[s]。 
In[4] : = ans =Solve[ e2, |X[s],Y[s]|] 


Out[4] = 1X[s] re 


(S) 将 Xs]、Y[s] 进行 反 Laplace 变换 即 得 到 所 要 求 的 解答 。 

In[5]: = sol = InverseLaplaceTransform [ ans, s,t]/ | InverseLaplaceTransform 
[X[s],s,t]—=[ t] s InverseLaplaceTransform[ YE s] ,s,t]—y[ z] | 

Out[5] = | {x[t]—> -t+e't,y[t]—1 +e'( -1 +t)}} 

(6) 画 出 解 的 图 形 。 

In[6]: =Plot[ {solf [1,1,2]] ,sol[ {1,2;2]]},{#; - 1,11 s PlotStyle— | Thick- 
ness[ 0. 001 ] , Thickness[ 0. 005 ] | ] 

Out[6] = - Graphics -( 见 图 10.3. 6) (WRH <[ 1] HRA y[:]) 


Ẹ 
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图 10.3.6 图 10.3.7 
例 10.3.26 在 RLC 电路 中 囊 接 直流 电源 。( 见 图 10.3.7) ， 求 回路 中 电 


Hilt) a 


解 RREKEKEWR, # 


uc +ug +u, =Å 
其 中 u=, i) CHE, Muc = LG, m 
mL, RAER, M 
PROL + Ri(t) + La = A,i'(0) = i(0)=0 
下 面 是 在 Mathematica 中 对 上 面 方程 的 求解 
In[1]: =eq= 去 [ix]dz +R°it] +L*i' [t] = = A; 


In[2]: =el = Map[ LaplaceTransform[#,t,s]&,eq]; 
In[3]: =e2 =e1/. {i'[0]—0,i[0]—0, LaplaceTransform[ i[t] ,ts] 一 I[s]|; 
In[4]: =ans = Solve[ e2 ,II[ s] ] 


Ou[4] = 111[s] rola! 


In[5]: = sol = InverseLaplaceTransform[ ans[ [1,1,2]] ,s,:] 
(a ， 
aat E - 1 + 285, 
V 4L + CR 
H R>2 Emt.mic=1,r=1,R=3,A=1,N 


In[6] : = soll = sol/. | C—1,L—1,R—3,4—1| 
e TOD _ 1 4 eÉ) 


Out[5] = (BD:(2)) 


eFC _ 1 + es 


Ou[6] = r 


(Bp i(t) = 
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In[7]: =Plot[ soll, {¢, -1,10}] 
Out[7] = -Graphics — ( JL 10. 3. 8) 


当 R <2 fiw, 比如 : C=1, L=1, 
R=1, 4=1， 则 
In[8] : = sol2 = sol/. | C 一 1，[ 一 1，R 一 1， 
A—11 
ic- _ 1 +) 
3 
ie UDI _ 1 + e 
B 
In[9]: =Plot[ sol2 |z, -4,10} ,PlotRange—All] 
Out[9] = - Graphics - ( W 10.3.9) 
当 R=2 /EN, Hm: C=1, L=1, R=2, A=1, W 
In[10] : = sol3 = InverseLaplaceTransform[ ans[ [1,1,2]]/. |C—1,L—1,R—2, 
A—11,s,t 
Out[10] =e" — (BBi(z) =e7't) 
In[11]: =Plot[sol3, |z, - 1,10] ] 
Out[11] = -Graphics — ( 见 图 10.3. 10) 


Out[8] = 


(BP i(t) = 


rafe 
图 10.3.9 图 10.3.10 


+, Z 变换 
Z 变换 的 定义 : F(z) = Ey" . 


和 


Z 逆 变 换 的 定义 :Km) = Fa) dz, 


基本 命令 与 功能 : 

ZTransform[ f(n) , n, z]: f( n) 88 Z 变换 。 

InverseZTransform[ F(z) , z, n] : F(z) 的 Z 逆 变 换 。 

例 10.3.27 求 sin(n) 的 2 变换。 

In[1]: = ZTransform[ sin[n] ,n,z] 
Eilts 一 

ouli) =707 ons ei (T +2)) 


例 10.3.28 RÄT Z AER 


z 


In[2]: = InverseZTransform[-Ž7,z,n] 


Out[2] =1 
实验 二 H MATLAB 作 积分 变换 
一 、 实 验 目的 
学 习 用 MATLAB 作 积 分 变换 。 
二 、 实 验 内 容 


MATLAB 是 美国 MathWorks 公司 自 20 世纪 80 年 代 中 期 推出 的 数学 软件 ， 优 
秀 的 数值 计算 能 力 和 卓越 的 数据 可 视 化 能 力 使 其 很 快 在 数学 软件 中 脱颖而出 。 随 
着 版 本 的 不 断 升 级 ， 它 在 数值 计算 及 符号 计算 功能 上 得 到 了 进一步 完善 。 
MATLAB 已 经 发 展 成 为 多 学 科 、 多 种 工作 平台 的 功能 强大 的 大 型 软件 。 

一 、 数 值 运 算 

1. 离散 傅 里 时 变换 

MATLAB 提供 了 ft, ifft, M2, iffi2, ffin, iffin, fftshift, iffishift 等 一 些 函 数 
来 计算 数据 的 离散 傅 里 叶 变换 。 在 数据 的 长 度 是 2 的 寡 次 时 ， 采 用 基 -2 算法 进 
行 计算 ,计算 速度 会 显著 增加 ， 因 此 ， 只 要 可 能 ,就 应 当 尽量 使 数据 长 度 为 2 的 
宕 次 或 者 用 零 来 填补 数据 。 

基本 命令 与 功能 : 

Y =fft(X): 如 果 天 是 向 量 ， 则 采用 快速 传 里 叶 变 换算 法 作 必 的 离散 傅 里 叶 
变换 ;如 果 是 矩阵 ， 则 计算 矩阵 每 一 列 的 傅 里 叶 变换 ; 如果 是 多 维 数组 ， 则 对 第 
一 个 非 单元 素 的 维 进行 计算 。 

Y =ft(X, n): 用 参数 n RH X KKE, 如 果子 的 长 度 小 于 n， 则 用 0 +F 
E; 如 果 X 的 长 度 大 于 n， 则 去 掉 长 出 的 部 分 。 

Y=f(X, [], dim) E& Y =fR(X, n, dim); 在 参数 dim 指定 的 维 上 进行 
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操作 。 

函数 地 的 用 法 和 人鱼 完全 相同 。 

Y = 人 ft2(X) : 二 维 快速 传 里 叶 变 换 ， 相 当 于 MAX)’, MIR X HAE 
一 维 传 里 叶 变 换 ， 然 后 对 变换 结果 的 行 作 一 维 傅 里 叶 变换 。 

Y=M2(X, m, n): 通过 截断 或 用 0 HE, WX RA mxn 的 矩阵 。 

人 fn 和 ifftn 与 ff2 和 ift2 类 似 ， 对 数据 作 多 维 快速 傅 里 叶 变 换 。 

fftshift( Y) 用 于 把 傅 里 叶 变 换 结果 Y ( 频 域 数 据 ) 中 的 直流 分 量 (频率 为 0 
处 的 值 ) 移 到 中 间 位 置 。 

函数 ifftshift 相当 于 把 ffshif 函数 的 操作 逆转 ， 用 法 相同 。 

例 10.3.29 我 们 首先 产生 一 组 数据 y， 它 含有 50Hz 和 120Hz 的 两 个 正弦 信 
号 和 一 些 随机 噪声 ，y 的 图 形 如 图 10. 3. 11 的 上 半 部 分 所 示 ， 从 图 中 已 经 很 难看 
出 正弦 波 的 成 分 。 


图 10.3. 381 时 域 信 号 和 频 域 信号 比较 


程序 如 下 : 

t=0:0. 001:0. 6; 

x =sin(2 ° pi * 50 * t) +sin(2° pi * 120 * t) ; 

y =x + råndn( size( t) ) ; 

subplot(2,1,1) 

plot(y(1:50) ) 

为 了 识别 信号 y 中 的 正弦 成 分 ， RNN PREHEN, 把 时 域 信号 变换 到 
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频 域 进行 分 析 ， 结 果 如 图 10. 3. 11 的 下 半 部 分 所 示 ， 从 中 可 以 明显 看 出 信号 中 
50Hz 和 120Hz 的 两 个 频率 分 量 。 程 序 如 下 : 

Y=f(y,512); 

f =1000 * (0: 256) /512; 

subplot(2,1,2) 

plot(f,Y(1:257) ) 

2. Chirp z 变换 

z 变换 是 离散 信号 与 系统 分 析 与 综合 的 重要 工具 ， 其 地 位 和 作用 犹如 拉 普 拉 
斯 变换 对 于 连续 信号 和 连续 系统 。 


ZEREN: X(z) = 2n)” 

基本 命令 与 功能 : 

y=czt(x, m, w, a): m 是 变换 数据 的 长 度 ，w 和 a 按 如 下 关系 确定 变换 的 
螺旋 轮廓 线 : 

z=a"(w.^-(0:m-1)), $F, 是 2 平面 轮廓 线 上 复数 的 起 点 ，w 是 沿 
轮廓 线 上 点 与 点 之 间 的 比率 。 缺 省 情况 下 ，z 变换 沿 单位 园 进 行 ， 此 时 等 同 于 离 
散 傅 里 叶 变换 。 

3. 离散 余弦 变换 (DCT) 


DCT 定义 为 
< m2n -1)(k-1) 
y(k) = w(k) Dx(n)eos 2N » (k=1, 2, =, N) 
n=l 
1 
£ ksi 
其 中 ， w(k) = 次 
£ 2<k<N 
基本 命令 与 功能 : 


y=dct(x) 或 7= det(x，n) : n 用 于 指定 变换 数据 长 度 。 

x =idct(y) Wy =idet(x, n): DCT 的 逆 变 换 。 

DCT 具有 很 强 的 压缩 能 力 ， 用 少数 的 几 个 DCT 系数 就 可 以 非常 准确 地 重建 
一 个 序列 。 

二 、 符 号 运算 

Matlab 符号 运算 是 通过 集成 在 Matlab 中 的 符号 数学 工具 箱 (Symbolic Math 
Toolbox) 来 实现 的 。 和 别 的 工具 箱 有 所 不 同 ， 该 工具 箱 不 是 基于 矩阵 的 数值 分 
析 ， 而 是 使 用 字符 串 来 进行 符号 分 析 与 运算 的 。 实 际 上 ，Matlab 中 的 符号 数学 工 
具 箱 是 建立 在 Maple 基础 上 的 ， 当 进行 Matlab 符号 运算 时 ， 它 就 请 求 Maple 软件 
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去 计算 并 将 结果 返回 给 Matlab。 


Matlab 的 符号 数学 工具 箱 可 以 完成 几乎 所 有 的 符号 运算 功能。 

符号 对 象 是 一 种 数据 结构 ， 存 储 表示 符号 的 字符 串 。 符 号 数学 工具 箱 用 符号 
对 象 表示 符号 变量 、 表 达 式 和 和 矩阵。 建立 符号 对 象 的 函数 是 sym 和 syms, syms 
是 sym 的 简捷 方式 。 这 两 个 函数 是 符号 数学 工具 箱 中 其 他 函数 的 基础 。 

基本 命令 与 功能 : 

S=sym(A): 建立 sym 对象 S。 如 果 4 是 一 个 字符 串 ， 则 5 是 符号 变量 或 符 
号 数 ; 如 果 4 是 数值 标量 或 矩阵 ， 则 $ 是 这 些 数值 的 符号 形式 。 

x=sym(“x'); 建立 符号 变量 x， 变 量 的 值 为 单 引号 内 的 字符 或 字符 串 。 

x=sym('x', “real'); 设 定 符号 变量 * 为 实 型 变量 。 

pi=sym(“pi’)、a=sym(“1/3') $: 建立 符号 数 ， 符 号 数 是 数值 的 精确 表 


当 符 号 变量 和 变量 的 值 相 同时 ， 可 使 用 sym 的 简捷 方式 : syms argl arg2…。 

例 10. 3. 30 建立 二 次 函数 /=ax? + jx +c 的 符号 表达 式 。 

f=sym(“a*x2+b"x+c’): 将 符号 表达 式 ax? + bx +c 赋 给 变量 /， 由 于 没 
有 建立 对 应 于 表达 式 中 ，a、b5、c、x 的 变量 , 中 的 内 容 只 是 一 个 简单 的 字符 
串 。 

为 了 使 /成 为 一 个 真正 的 符号 表达 式 ， 从 而 能 够 执行 符号 数学 运算 (如 微 积 
分 、 解 方程 等 ) ， 必 须 显 示 地 建立 这 些 变量 ; syms a b c x, 

1. Fourier 积分 变换 

基本 命令 与 功能 : 

F =fourier(f) : 对 符号 单 值 函数 了 中 的 缺 省 变量 < (由 命令 findsym 确定 ) TF 
算 Fourier 变换 。 缺 省 的 输出 结果 严 是 变量 w 的 函数 : f = f(x)=F = F(w) = 
Ë faje da 

f=ifourier(F) ; 输出 参量 /=f(x) 为 缺 省 变量 w 的 标量 符号 对 象 的 逆 
Fourier REH. BD F=F(w)—f=f(z), #F=F(x), ifourier( F) 返回 变量 i 
的 函数 : BD F=F(x)—f=f(0D o 

f=ifourier(F, u): 使 函数 /为 变量 u(w 为 标量 符号 对 象 ) 的 函数 : f(4)= 
zl- F(w)e"*dw 

=ifourier( F, v, u) (E F HER "的 函数 ，j 为 变量 w 的 函数 : f(u) = 

1 


Fals ” F(v)ewdy 


8j 10.3.31 Rf) = 


bi CZO Fourier 变换 。 
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>> syms t wiut=sym( Heaviside(t) ); 

>> UT = fourier( ut) 

>> UTS = simple( UT) 

计算 结果 为 : 

UT = 

pi“ Dirac(w) -ixw 

UTS= 

-i/w 

例 10.3.32 RPJ 10.3.31 rR UT, UTS 的 逆 Fourier 积分 变换 。 

>> Ut = ifourier( UT ,w ,t) 

>> Uts = ifourier( UTS,w ,t) 

计算 结果 为 

Ut = 

1⁄2 + 1/2* Heaviside( t) - 1⁄2 ° Heaviside( —t) 

Uts= 

1⁄2 * Heaviside( t) — 1⁄2 * Heaviside( — t) 

2. Laplace 变换 

基本 命令 与 功能 : 

L =laplace(F) : 输出 参量 L=L(s) 为 有 缺 省 符号 自 变 量 : 的 标量 符号 对 象 下 
的 Laplace 变换 。 即 : F=F(t)>L=L(s), # F=F(s), MU fourier(F) 返回 变量 
为 上 的 函数 L. 

F =ilaplace(L) : 输出 参量 F = F(t) 为 缺 省 变量 s 的 标量 符号 对 象 志 的 逆 
Laplace 变换 。 

8(t-a) uļ(t-b) 

8 10.3.35 Rl enk 1zcos3t 
>> 时 ms t s;syms a b positive 
>> Dt =sym('Dirac(t —a)'); 
>> Ut = sym('Heaviside( t — b)') ; 
>>Mt=[Dt,Ut;exp( —a *t) "sin(b*t),t2"exp( — t) ] ;MS =laplace( Mt,t, 


Je Laplace 变换 。 


s) 
计算 结果 为 
MS = 
[ exp( -a*s), exp( —b* s)/e] 
[ b/((s+a)2+b2), 2/(1+s)3] 
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3. z 变换 
基本 命令 与 功能 : 


F = ztrans( f) : 对 缺 省 自 变量 为 = 的 单 值 函 数 /计算 z 变换 。 输 出 参量 下 为 变 
BMRB: S-A) FFC). BBS 的 > 变换 定 义 为 P(z) = X KD 。 
车 函数 /=/(z) ， 则 ztrans(f) 返回 一 变量 为 w HERS = f(z)—>F = F(u),, 
F =ztrans(f, w): 用 符号 变量 w 代替 缺 省 的 z 作为 函数 下 的 自 变量 F(w) = 
5 (n) 
X = ° 
F =ztrans(f, k, w): 对 函数 中 指定 的 符号 变量 k 计算 z 变换 Fw) = 
f 
A w” 
f=imrans(F) ;输出 参量 /=/(n) 为 有 缺 省 变量 z 0 84845 838 F 0938 z 
ER, HDF = F(z)—f=f(n), 3 F =F(n), D iztrans(F) 返回 变量 为 上 的 函数 
fü). 
BB: 变换 定义 为 Fn) =z $ Fa) dz (a51, 2, 3, =), Mh R3— 
td =R 
正 实数 ， 它 使 函数 F(z) 在 贺 域 之 外 1 z| > 及 是 解析 的 。 
f=iztrans (F, k); 使 函数 7 为 变量 k (为 标量 符号 对 象 ) 的 函数 . /让 ) : 
el - 二 e 
fO) = m $ Ot ldz (k=1, 2, 3, =) 
f=iztrans(F, w, k); RRF WIE o RR, /为 变量 的 函数 : f( k) = 
z+ $ F(w)w*'dw (k=1, 2, 3, =) 


>>symsakwxnz 
>> fl =n4; 
>> ZF1 = ztrans( f) 
>> 亿 =a'z; 
>> ZF2 = ztrans( g) 
计算 结果 为 
ZF1 = 
z* (Z3+11*Z2+11°z+1)/(z-1)5 
ZF2 = 
w/a/(w/a -1) 
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$... T. 


例 10.3.35 

>>syms ankxz 

>>fl=2*z/(r2 +2)2; 

>> IZ1 = iztrans( fl ) 

>>f@ =n/(n+1); 

>> IZ2 = iztrans( f2 ) 

计算 结果 为 

IZI = 

— 1⁄8 "sum(1/_alpha" (1/_alpha)^n,_alpha 

z2 = š 
(-1)* 


部 分 习题 答案 与 提示 


习题 一 
“> 3 2 -_3 5 = 2 
1. (1) Rez =j5， Imz 13' Bt Izi = 13 ' SE= -artan 3 
= `T”. =- 3 .5 _ 34 Da 5. 
(2) Rez z? ms -7> =7 tiz lzl = > ses arctan 3 
(3) Rez= -Z, m= -13, z= -T- +i, Iz! 14, argz = arctan 26 
=% 
(4) Rez=1, Imz= -3, z=1+3i, | zł = /ID, argr= -atetan3。 
5 
2 Isl = 一 
2° 
5. (1) i=cos 3 +isin T =ef; 
(2) -1 =cosr +isinm =e", 
(3) 1 4/31 =2( cos 3 tin 2] = =2e%; 
(4) —Eas1-i= [es $- isin $ 下 = = -FD 
8. ETE, HARDT 
全 
10. (1) z= -ip 7=ii; 
2 i 
(2) x =2, y 51, r=3, n= 
11. (1) -16 -16i; (2) -8i; o -1; 
时 nT) 6 Ba ,15% 
(4) [e 5 isin 35), (cos T3 risin? B) [° —isin 12 J° 


12. (1) 以 i 为 中 心 ，6 为 半径 的 圆周 ; 
(2) 以 -2i 为 中 心 ，1 为 半径 的 圆周 及 其 外 部 区 域 ; 
G) 以 -3 与 -1 为 焦点 ,长 轴 为 4 的 椭圆 ; 
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(4) 直线 = 过 及 其 左边 的 平面; 


(5) 实 轴 ; 

(6) 以 i 为 起 点 的 射线 y=x+1 (x*>0)。 

13. (1) 不 包括 实 轴 的 上 半 平 面 ， 是 无 界 的 、 开 的 单 连通 区 域 ; 

(2) Hl (z-1)2 +P =16 的 外 部 区 域 (不 包含 圆周 ) ， 是 无 界 的 、 开 的 单 


连通 区 域 ; ` 
G) 由 直线 z =0 与 x=1 构成 的 带 形 区 域 ， 不 包括 两 直线 在 内 ， 是 无 界 的 、 N 
开 的 单 连通 区 域 ; 
(4) 以 3i 为 中 心 ,1 与 2 分 别 为 内 、 外 半径 的 圆 环 域 ， 不 包括 边界 ， 是 有 
界 的 开 的 多 连通 区 域 ; 
(5) 直线 x = -1 右边 的 平面 区 域 ， 不 包括 直线 在 内 ， 是 无 界 的 、 开 的 单 连 
通 区 域 ; 


(6) 由 射线 9=1 与 8=1+T 构成 的 角形 区 域 ， 不 包括 两 射线 在 内 ， 即 为 一 
半 平面 ， 是 无 界 的 、 开 的 单 连通 区 域 。 

14. (1) -i; (2) Z, 

18. x=1, y=11。 


1-|zË 
19. = , Imw = 
Reo [T -z2 mao I 


2Imz ZA +]: Ë +2Rez 


1-z|2” lele [1-z| 


20. (1) 1 - cosp +isinp =2sin £ [eo [2 - $ £)+is [Z -$)) 
=2sin Pe(#-3): 


(cosSgp +isin5g)? _ ii 
(2) Cond la Pr 
21. 1+ lal。 
22. (1) 位 于 za ，2 连 线 的 中 点 ; 
_ lz-z| 
(2) 位 于 a， 2 ÆRE, hastal 
(3) 位 于 三 角形 a223 PER 
23. (1) 中 心 在 z= - É, 半径 为 蕊 的 图 周 的 外 部 区 域 (不 包括 圆周 在 内 ) ， 
是 无 界 的 、 开 的 多 连通 区 域 ; 
(2) 以 也 为 中 心 ,去 与 记分 别 为 内 、 外 半径 的 图 环 域 ， 包 括 边界 ， 是 有 界 
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a 
的 闭 的 多 连通 区 域 ; 


(3) HUR P =1 -2x 为 边界 的 左 方 内 部 区 域 (不 包括 边界 )， 是 无 界 的 、 


开 的 单 连通 区 域 ; 
(4) BQ (x+6)2 +3? =40 及 其 内 部 区 域 ， 是 有 界 的 、 闭 的 单 连通 区 域 。 


25. 0) 直线 y=x; (2) MNG +% =1; G) mhg =L 
a b 


(4) 双 曲 线 y= 士 在 第 一 象限 的 一 支 。 

30. 1 +i, -2, a 

31. (1) +? =, (2) v= -u; (3) u z+ (+ 二) =t a) 15 

32. (1) BRAA, 4 为 半径 在 u 轴 上 方 的 半圆 周 ; 6 外 平面 上 的 射 
Res, (3) 直线 4=4。 


33. (1) o= -i, w= -2+2i, w=8i; — (2) 0<argw <mo 
38. 证 在 平面 解析 几何 中 ， 已 知 任意 一 圆 的 方程 可 写作 
A(x? +7) +Bx +Dy+C=0 
ZEA, B, C, DD 为 实数 ， 且 Az0，B? +D? -44C >0 我 们 知道 


+z (2+3), y= 直 G-2) 
以 此 代入 方程 式 (1.3.6) ， 有 
Mzz+ E (a+) Ba- +C=0 
也 就 是 
43+ 广 (8-Di)z+ 二 (8B+DD3+C=0 
记 B= 羡 (B+ 只) 代 人 上 式 即 得 证 。 
习题 二 


1. (1) 在 直线 x = -去 上 可 导 ， 但 在 复 平面 上 处 处 不 解析 ; 


(2) 在 原点 z=0 处 可 导 ， 但 在 复 平面 上 处 处 不 解析 ; 
(3) 复 平面 上 处 处 解析 ; 

(4) 在 复 平面 内 除去 z=0 点 的 区 域内 处 处 解析 ; 

(5) 复 平面 上 处 处 解析 。 
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2. (1) 复 平面 , F (z) =2(z-1)(22 -z+3); 
(2) 复 平面 , f(z) =32 +2i; 
(3) 除 z = +1 外 在 复 平面 上 处 处 解析 ，/ "(7) sga Eris +1 为 者 点; 
(4) 复 平面 内 除去 点 - 1, 的 多 连通 区 域 ,f'(z) = 一 4 -32 +2，。- 
2 (2 +1)? 
1+iy3. 
-1, 一 2 为 奇 点 。 
5. 0) ~(4) 全 假 。 


7. (1) u= -7 -3y +c; (2) f(z) =ze’; 
(3) Aa) = (1 -Da +ci; (4) f(z) = -i(1 -2z)?。 
.13. (1) -shl; (2) 2, (3) B, 


14. (1) In( ~i) = (2k -4 )ris HAN- 

(2) In( -3 +4i) = In5 ~ jarctan £ + (2k + 1) mi; 主 值 为 In5 + (< 
-arotan )i, 

15. (1) -ieii 

(2) e-2ËÉm (cosln3 +isinln3 ); 

(3) e "be [es 13 + isin 22), 


16. @ i, 


17. (1) k=1; (2) k=1, 


9. a-di HE agfa) = "m$. 

21. 全 部 正确 。 

22. (1) (2k+1) mi; (2) hm (3) x= 2k +. y=4, 
23. (1) z= -Ydit6e® (-m<0<x); (2) z=pe? (p>0), 


25. (1) e", (2) e#-2, (3) on Fe 


习题 三 É 


L (D. (Q). G): + G+) s64, 
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部 分 习题 答案 与 提示 g 


2. mio 


5 (1) 0; (2)0; (3) Z” (4) 4mio 


6 G) mi (2) -Ei G) 0; (4) 0; 


(5) 0; (6) Fis () 0; (8) 2mi。 


7. 当 a 与 -a 都 在 C 内 时 : 0; 4a 与 -a 有 一 个 在 C 内 时 : mi; 当 a 与 -a 
都 不 在 C 内 时 : 2mi。 
8. (1) 0; (2) 2m(14i-26)。 


i L S QD. Si. 


6 6 & -$ 
15. mio 


16. 不 一 定 成 立 。 例 如, f(z)=z,C: 1z1= 1 时 ,中 Ref(z)dz = 
和 mrz)dz = -m， 均 不 为 0。 
20. 不 一 定 。 例 如 , 必 Fdz = 0 。 


习题 四 


L (13; (2) 0; (3) 无 。 
2. (1) 发 散 ; (2) 绝对 收敛 ; (3) 发 散 。 
4. (1) R=2; (2) R=œ; (3) R=e, 
6. (1) 1-2 +z -2 ++, R=1; 
(2) 1 和 -4 +---, R=1; 

z 


(3) 1 -条 + 车 -…， R=%; (4) z5 


z 
到 +…，R=mi 
(5) 2+4 + R=%; 

(6) sinl + coslz + (cosl -六 sinlj2 + ( -eosl =sinlj2 + +~, R=1 


7. (1) == z! a |z-1|<2; 


Le- 2) -5 3 (z -2)2+ (2-2)? -…，|z-21<3; 


2) ° 72 ar 
(3) 1+2(z+1+ a EET .|z+ll<l; 
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和 
/0 


(WE mt -0 +i)]*, |z- 0 +i)]< 3 。 


2. E p u QL 3 u umo a. 
8 (D + Hs 57 2 5 r 10720 47 8 


DF Grdr, $ O DG - D"; 
: aY aS E 
G) -ED E Dama 


L p D agt 31: 


. 1 过 E AFO 
(4) 1-7 20 Z 3U + 


~ Ce EEREN. s 
9- LOD Gm 


> n- ša nl A 
% 级 数 2 ria) ES (L) 关上 
iy 
š pe s ys 
解 mTps=s1+ + [r eel ks -ig 
1- (Ti) 
县 lala 
知 
在 二 小 
masa U aras. 
s Ti) 


waw $ (rh) wa, =a S(r) =i 


13. (1) 1+2(2-%) +2(2-2) agea a, wr 


4 4 
32 132 732 
tat +e, 


(2) 1+z+22 tzl <1; 


E 令 F(Z) =e, gla) = 于， 则 它们 分 别 有 展开 式 


F(Z) Af f fas a, l¿|< +æ 
glz) =z(1+z+Z +e z ee), |z| <1 


将 g(z) 的 展开 式 代 入 下 (2) 的 展开 式 中 ， 经 计算 得 
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阶 。 


部 分 习题 答案 与 提示 = 


e=] + 言 (1 +z+ +Z +Z +---) +Ža +z+Z + +Z +-)2 + 


Ža +z+Z +Z +Z +...) +a +z+Z +Z +£ +.) + 
=l+z(1+z+Z +Z +Z +e) +Ža +22 +32 +42 +52 +) + 


3 . 4 
Z(1 +32 +62 +102 +) +a +4z +102 +---) + 
3! 


=1+z+(1+ 击 jz2+(1+ 训 + ARa LES + rn += 


-1413s ge + 人 


- atiy 
G > ——— a -1)”, R=% ; 


a 5Z 35 
一 Gs R=1; 
(65) 2-2 +t., R21; 
,zi 11z-i2 11z-i3 _1/z-i\f 

(6) mist- a) +3( : ) =l i ) +, R=1, 
14. (1) Pi (z-i)™,0 <|z-il< 1; 

n=0 
(2) - X ED O|. .2|< 2 

0 


a 2m 
工 | 二 52 132 
(3) tl rd st :, 0<|z|<1。 


1. (1) 是 ; (2) 不 是 ; (3) 是 。 
2. (1) z= +3i， 一 阶 ， (2) z=0, Z, z = km (k 关 0 为 整数 )， 一 


(3) z=0， 四 阶 ,z= Viiri, —Bt, 
3. (1) z=0 为 3 级 极点 ,z= +i 为 2 级 极点 ; 

(2) z=0 为 1 级 极点 ; 

(3) z=0 为 3 级 极点 ，z=2kmi (k= +1，+2，…) 均 为 1 级 极点 ; 
(4) z=kw (k=0，+1，+2，…) 均 为 1 级 极点 ; 
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(5) z= +i H1 RRA, z=(2k+1)mi(k=0, +1, +2,0) 3A 1 级 极点 ; 
(6) z=0 为 本 性 奇 点 。 
7. 证 必要 性 是 显然 的 ， 因 为 从 式 G 1.4) 立即 可 得 

limfa) = lay 


这 里 g(z) 在 az 点 解析 是 gCo) H0. 
充分 性 。 着 limf(z) =  ， 则 一 定 存在 着 某 一 正 数 po。< 6, 使 得 当 0 < 
1z-z | <po 时 , f(z) 不 等 于 0, 于 是 F(z) =1/f(z) 在 0< | z-zo | <po 内 解 


析 且 limF(z) = limay ) = 0 。 由 定理 5.1.2 知 F(z) 在 zo 点 有 可 去 奇 点 ， 因 而 


F(z) 在 0< | z-z | <po 内 有 展开 式 
F(z) =ao ta(z —zo) +a, (z —z6)2 + 
Ti ao = lim F(z) =0 且 F(z) 关 0， 故 上 式 关于 (2-2) 短 的 系数 中 至 少 有 一 个 不 
为 0。 不 妨 设 oo =a; =…=an-1=0，an 天 0， 则 
F(z) =a,(z-z0)" +a, ,.i(z-z6)"*) + 
=(z-z)"[a, +a,-i(z-zo) +] =(z-z0)"G(z) 
这 里 ，G(z) =a, +a, (z — R +e% | z-z | r 内 解析 且 不 等 于 0， 从 而 


| 
fe) nr Da- n 


这 里 ，g(z) =1/G(z) Æ | z-z | <po 内 解析 且 g(zo) = 


5.1.1 知 z 是 成 z) 的 极点 ,充分 性 得 证 。 
8. (1)Res[f(z), 0] =0; 


(2) Res[/(z), 1]=> Res[f(z), -1] => 

(3) Res[/(z), 2] =128/5, Res[/(z), +i] =(2 +i)/10; 
(4) Res[f(z), 0] = -4/3; 

(5) Res[f(z), +1] = -1⁄2, Res[f(z), 0] =1; 

(6) Res[f(z), i] = -i/4, Res[f(z), -i] =i/4。 


se?) =% 


Te) 


1 1 
[CC 


9. (1) -2mi; (2) -2mi; (3) O; (4) 6mi; (5) 4me2ii 

(6) #m=3, 5, 7, =, RAFF (- 1) 人 Ta T， 严 取 其 他 整数 时 积 
分 为 0。 

10. (1) 0; (2) -2=i/3, 

H. o F OP, Om (D mea 


samsas E 
2 r a 
(5) fm; (6) 2c。 


13. 在 1zl <1 内 有 1 个 根 , 在 1<1 ži <2 内 有 3 个 根 。 

15. (1) z= -1 为 本 性 奇 点 ，z = o 为 可 去 奇 点 ; 

(2) z=0, œ 为 本 性 奇 点 ; 

(3) z=0, œ 为 本 性 奇 点 ; 

(4) z= (t+ 羡 ] 本 为 1 级 极点 (k=0, +1, +2, =)o 

17. ak-lo 

18. (1) sint; (2) -4ni。 

20. (1) n/a Va +1; (2) m/ab(a +b), 

23. (1) z = om 为 可 去 奇 点 ; (2) z= om 为 可 去 奇 点 ; 
(3) z= om 为 极点 的 极限 点 ; (4) z= om 为 极点 的 极限 点 。 
24. (1) -shl; (2) 0。 


1 z -2mi 
Fai)” +0}= 243(4 + i)!° 


dz zs 
2. $ pG DSG TO z 2rif 


习题 六 


1 伸缩 率 : 1, T; 转动 角 : 0, To 


2. (1) !z+ll <ii, lz+1l >+; (2) Rez <0 收缩 ，Rez >0 


伸 长 。 


2; 变 成 1<v<5 图 形 。 
4. (1) RHR o = -1, a= -i，ws =i 为 顶点 的 三 角形 ; 
(2) 映射 成 Rex <0 的 区 域 。 


5. (1) 象 : 0= -如 ; (2) 象 : ust; 
(3) 象 : 当 y=0(x>0) 时 v=0(w>0), 当 y=1(x>0) Btu? +1? +v=0 


(u>0), 当 x=0(0<y<1) 时 uw=0(v> -1); 


(4) R: 当 y=0(xz0) 时 v=0， 当 y=1(x>0) Btu? +1? +v=0, x=1 R} 


u? +i? —u=0, 


6. 0) 点 为 -二 (2) 点 为 0。 


7. (1) p =e - e? š p = ë -ez 所 围 
(2) 提示 : 取 三 点 -1, 0，1 对 应 三 点 -1-i， 0, 1+i; 
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各 复查 本 数 与 积分 这 


(3) Hi 


La 
EC F aleer) 


8. D anos - [22 8-3, (2) EREM a = zt。 


9. EREK w= 


10. EREB v=, 

11. AER v = i ELEH, 
sa bi) 

12. 变换 函数 w= 引产。 


13. 变换 函数 w -4 u 
2 +1 


(2+1)2-i (2 -1)2 
Puas w= T I)i (2 -1)2° 


= 


15. 共 形 映射 =L, 


2 


16. 共 形 映射 u = E. 


i% 共 形 映射 w= p(z + 二 + a -1。 


18. 伸缩 率 2 V3; RAMT 
19. 对 称 点 2 +i。 
20. Imw >0。 
2z-i 
21. E ui, 


-l-i 


22. 共 形 映射 w = e 


23. 0 <argw <$, 


24. 0<argv <mn 且 | wl <8。 
25. 0<Im <To。 
26. Imw >0。 


部 分 习题 答案 与 提示 e 


27. KERN = (CD, 
i 地 +(1-i) 


2( 狼 +1 Ježi izt 
28. = ° 
eesti w QZ -2)e5;5 +344 


习题 七 
L. Ra) =g Ep plet -e-tu 
2 A -er-ir)。 
Jo 
30328 , (2) 提示 : 用 定义 。 
Pta I 
4. (1) P, (2) _ 3" 


16° 


5. (1) 五 + 要 [5(o- k) -8(w+k)]; 


(2) M ok Hr Falow- 2) +5(o+2)]]。 


6- (1) T (g) 


(2) jF'(w) -kF(w); (3) e™F(w); (4) Flw -k)s 


7. (1) — — (2) -j ae z7) 


jula? +1) [(o+$) +1] 
了 工 _ 工 Do); 

8. (1) = jw) 

2 
(2) +o -2) -5(w+2)]。 
9. 8(t-3) +5(t+3)。 

0 4>2， 1t< -2 
10. lt+2 -2<t<0 。 

2-t 0<t<2 
11. 提示 : HASO) =e "RARER, MEERY. 


12. (1) 提示 : 利用 能 量 积分 求 r; (2) 提示 : 利用 能 量 积分 求 工 。 


e 复 变 函数 与 积分 变换 


0 t<0 
L (cost + sint — e") 04 <= 
13. (1) 42 2; 
l -sf 于-1 
2° Ke 于 2 < 


(2) 


— 1 jwe] 
(1+jwo)(1-w2) š: 


14. 2i + cosx — 2cos2x ] 。 
IT 


a(b -a 
bm[r2+(-a)2]” 


16. y = LS yenar, 


15. y(7) = 


17. y - zf: — (e) qo , 


1 Flo) jw 
18. y = zf = dos 


19. 0 t=0 


20. 去 [F(o -oo) +F(o+ao)]。 


21. e-ioF(1 ~w)。 

22. jF'(w) -2F(w)。 
1 

z. +F[2) -z#[2)- 
16 — o 

M: (16 +o2)2” 
2wo (B + joo ) 

` [wd + (8 +jo)2 ]2 ° 

26. 0, 

27. (1) -jsgnwF(w); 


(2) dien 2, 


25. 


G) jz(o)[na(o) ++] = 

zf a ED, 
l-e™ #>0 

29. (1) u(t-1); 


0 
(2) fa) s80) -有 | + 
ep 


习题 八 


1 
1. (1) =——; 
a) +4 


t<0 


t=0, 


t>0 


(3) - 工 [3e-> rices -1)]; 


1 


-4 o 
T Heti), 


(4) z 


2,3 
D 3 
(3) acos b + ssin b 


g+ 


(5) In =È, 


s-a 


(7) be- +3e-s, 
s s 


(s+3)2+4' 


4. (1) PA 1; 


(3) J -7)dr 0<o<t 


0 t<a 


部 分 习题 答案 与 提示 


(2) ef 
1,4,31 
(2) Trt 
= 
(4) 1 4- 


1 s+3 


(6) 一 arccot 一 =; 


(8) 


4(s+3 Š 
s[(s +3)? +4]2° 


1 
10) 1-—— 
(10) 1-3 


+1? 


(12) (1-5 


i, T 
(2) ze 4° 


(2) cost-1; 


(4) ints 


1 
+1 


2 t (2 +4)2 * 


): 


31 


(s+3)3' 


2 


es 


s. (1) nb, CO) n, 
(3) £: (4) z, 
6 (1) Lain + (2) u(t-3)cos4(t-3); 


(3) Fao) -isin +, (a) PU), 


(5) 4 +2tet >s aarte 


; 


(6) e-G-3)[sin(z-3)-(t-3)ceos (-3)]u(r-3); 
(7) 2e' -2cost + sin t; 
(8) sht ~i; 


(9) 宫 (1-2)3u(4 -2); 

(10) 者 (24 + 120: +30cos3t +50sin34) 。 

7. (1) 二 (conr + sint) ; (2) (eos -cos2)。 
8. (1) F (sint ~ cost e~); (2) cht-t; 

(3) Fe +e); 

(4) 2e-t-et+[eée"@-D) -e7?0-D]u(t-1); 


(5) e; 6) te'sint, 
9. y=1 +te'-e', x=te' -t, 


s+2 ez 

10. (1) (i (s+2)2 Tipy (2) 3+23 
—4G+2) _ Ays 

(3) [G +22 ta; (4) m(1 +4); 

(5) 6s2 +16s +16 > (6) 4(s+2) _ 
(s+4s +85)2 s[(s +2)2 +4]2 ° 

1 ms 1 s+2 
(7) Tipt? 2: (8) pazarot To 
sint 
11. (1) aG); 2 = 
(3) Te Lee, (4) u(t-2)sin(t-2); 


(5) L (e -20ost +1); 


12. (1) -uo - 
(2) -2sint - cos2t; 
Ú. (1) 2 ++); 


dha. So SQ aC 
(6) 3 te 9° tge 


ey 


(3) y=e', z=e'。 


(2) V6sin V6t。 


14. y =2u(1) -4e! -3e7“, x=2e:+4e-4 


习题 九 
1. gradv = -和 ea E= - gradv。 物 理 意义 为 : 电场 中 的 电场 强度 等 于 电 
位 的 负 梯 度 。 
2. (1) v(z) =2(z-i), WR: x(y+1) =cl， 等 势 线 : 2 (y+1)? =c; 
=- —2: ¿ zy à 7 
(2) v(a) = - ZDP WË: UPTP = s, FRR 


x -y +l 


(< -7 +1)? +4x272 bi: 


(3) v(z) =w =1 -5 HR: Ye 


(4) v(z) = 


=c, FHR: 


¿s a= — s = g 
24 T+ 


Li, ig: P=cle ?， 等 势 线 : p =ce 9?。 


3. (1) 0, 9, (2) 0, 0; (3) 0, 0, 


4. o =—In 
i 


5. Ei: E, =1:2, 
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